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0. Mengen

Negation A, -A

Konjunktion : ANB ~ AundB ~ sowohl A alsauchB~ AetB
A|B|AAB

w

mTn s S

W
F F
W F
F F

Alternative: AUB ~ A oder B ~ zumindest A oder B~ Arel B

A|[B|AVB

mTn s S
ms ==

W
F
W
F

Implikation: A=B ~ aus A folgt B ~ wenn A gilt, so gilt B
~ B gilt, wenn A gilt ~ A gilt nur dann, wenn B gilt
~ B ist notwendige Bedingung fur A
~ Aist hinreichende Bedingung fir B

A B A=B

w W w

w F F

F w w

F F W
Beispiet A = ,Morgen scheint die Sonrfe.

B =, Wir schwénzen die Vorlesurig.

A=B ~ B=A

Man muf3 A und (A= B) beweisen, nur dann gilt B.
Man muR A undB= A, Beweis durch Widerspruch.

0.2 Pradikatenlogik
A(x): V x: A(x), es gibt wenigstens ein x, A(X): I x: A(x)
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0.2 Pradikatenlogik Seite6/124

0.3 Mengen
we,w&,
A={w|weQNE(w)]

| =|a,b|]={x|]a<x<b}={x|Ja<xnx<b)

AcB (A Teilmenge von B)
ANB: ={w|we ANwe B
AUB:={w|lwe AUwEB]
A\B:={w|we ANnw¢ B
AXxB:={(a,b)lac A,beB|

0.4 Abbildungen

f. A—B (LA nach B*, ,A'in BY)

x—f(x); xeA

Vorschrift, die jedenxe A genau einf (x) €B zuordnet.

A £ Definitionsbereich
B £ Wertebereich
f(x) £ Bild von x unter f

f(A):=[f(x)|xe A} Wertebereich von f

Injektiv X, # X, = f (X,) # f (X,) (nur monotone Funktionen!)
Bei injektiver Abbildung: f (x,) = f (X,) = X, =X,

Surjektiv: ¥ yeB FIxe A:f(x)=yflr jedes ye B gibt eswenigstenein xe€ A, fir
das gilt f(x)=ye f( A)=B Abbildung von A auf B.

Beispielfur eine nicht surjektive Funktion:
f:R—IRNf ist beschrankt; --> bildet nicht alle reellen Zahlen auf alle ab (sondern alle auf wenige)
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Bijektiv: Abbildungist injektiv und surjektiv —> Abbildungist umkehrbar eindeutig
£ eineindeutig
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1. Naturliche Zahlen und vollstandige Induktion IN

1.1 Vollstandige Induktion
A(n) Vn

Beweisprinzip: A(n)

() A(1) (Induktionsanfang)

() Y nA(n)=A(n+1)

Beispiel 1 V¥ n1+2+...+n=%n(n+1)... A(n)

Beweis 1 =1 (Induktionsanfang bewiesen)
n>1: 1+2+....+n+(n+1)=%(n+1)(n+2)

%n(n+1)+(n+1)=%(n+1)(n+2) m)
1_Xn+1
Beispiel 2 V¥ x#1 1+x+...+x"=?... A(n)

n=1: 1+x=1+X
1_xn+J. 1_Xn+1 xn+1.(1_x) 1_xn+4
n>1: 1+...+x"'= X" = + —
1—x 1-—x 1-—x 1—x

(.

1.2 Fakultaten, Binominalkoeffizienten

Definition: n!:=1-2-3...n ¥n

Definition: Die Permutation einer Menge M P: M — M ist eineindeutig.

Bemerkung:M ={1,....,n}-> {P(1) ... P(n)}

Bemerkung:0!:=1
(n+1)!'=(n+1l)n! ¥YnNnn=0

Beispiel: (1 2 3)
2-elementige Teilmengen: (1 2), (1 3), (2 3)

3\_32_32_,
2 21 1.2
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1.2 Fakultaten, Binominalkoeffizienten Seite9/124

(505) _508-504-50%-.....-3 _ 50¢-504

503 1-2-.....503 2
Beispiet Wahrscheinlichkeit ,,6 aus 49“
1 _ 1 _ 1
49\ 4948-47-46-45-44 13983816
6 1.2-3-4-5-6
Definition: (E) Binominalkoeffizienten

Beweis: (1+x)"=(1+x)(14X)...(1+X)

E Moglichkeiten k Klammern auszuwahlen und daraus x als Faktor zu nefuhen.

Pascalsches Dreieck

n=0 1
n=1 11
n=2 121
n=3 1331
n=4

()20
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2. Reelle Zahlen
a) N={1,2,3,....}
b) Z=[0,+1,%+2,...)

c) Q={%|meZ,nelN}

Eigenschaften
» Korperstruktur
* Anordnung
* Vollstandigkeit

2.1 Korperstrukturvon R

Addition Multiplikation
(K1) Kommutativ atb =b+a ab =ba
(K2) Assoziativ (atb)+c=a+ (b +(ab)c = a(bc)
C)
(K3) Losbar A+x=Db A * x =Db (
a<>0)

(K4) a(b+c) = ab +ac

Beispiel: a-b=0=a=0Ub=0
Bemerkung: @Q,IR haben gleiche Kérperstruktur

2.2 Anordnungin R

a>0positiv
(Al) V¥ a€R gilt genau eine der Relationerma=0

—a>0negativ
(A2) a>0Nnb>a=a+b>0nab>0

(A3) [Archimedisches Axionj: ¥ ac€R InelN:n—a>0

Definition: R,={r|reRnNr >0}

Definition: a>b falls a-b>0
b<a falls a>b
a>=Dbfalls a>b oder a=b
a<=bfalls a<b oder a=b

Folgerung

1) WV a,beR gilt genau eine der Relationen: a>b, a=b, a<c
2) Ausa>b,b>c—>a>c (Transitivitat)

http://www.skriptweb.de



2.2 Anordnung in p Seitell/124

3) Ausa>b—>§<%falls a,b#0

a+tc>b+c VceR
ac>bcfallsc>0
ac<bcfallsc<0

atoa>b+p
xa>Bb fals b,B>0

Ausa>bund0<>b${

5) Va=#0 git a®>0

Beweis aus Intervallschachtelung.

Beweis mit vollstandiger Induktion.

Beweis: n€IN mit %< y — X (Archimedisches Axiom A3 + 3).

A={z|zeZ , z>ny}
A+ @ | kleinste Zahl (Satz 4) inm

m m-1 1 m—1 1
nNX<m=X<—=—=—+=-<X+y—X= <X:=<y—X
<m= <n - - y y (da n y—X)
<M _ g om.
n y:q: n’

2.4 Rist nicht abzahlbar

Definition: Eine Menge A heil3abzahlbar,
wenn 3 f :IN— A, fbijektiv ( ac A éne|N f (n):a).

f(n)=a,; A={a,,a,,..] mt a,#a,fir n#m.
a:=f(n)
Beispiet Z ist abzéahlbar:
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2.4 pist nicht abzahlbar Seitel2/124

n
- n gerade

f(n)=| 2

1-n

— n ungerade

Beweis Reicht, $ :N—-Q,.®:Z —»Qdurch ¢(n):=¢(n),®(0):=0; &(—n):=—¢(n)
(mit n€IN).

'—\

glw Mlw wlw Nw| w
glr MDA WA NIED
galo | Mol Wl Do o

gl BN, Wl | N
AN AN WIN NN N

Beweis durch Widerspruch, basiert auf Satz 5

Definition:
* A, B heil3engleichméachtig wenn 3 eine bijektive AbbildungA — B

* B hat eine groRere Machtigkeit als A, wenn A zu einer Teilmengevon B
gleichmachtig ist, B aber zu keiner Teilmenge von A.

Beispiet IN, Z , Q sind gleichmachtigR dagegen hat eine grol3ere Machtigkeit.
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3. Komplexe Zahlen
Losbarkeit z2=-1;
Cardano (1545), Euler (1707-1783), Hamilton (1805-1865)

3.1 Der Korper €

Erweiterungskorper voR

7> +1=0wird I6sbar: Lésung =i;x, YER , x+i yeC;
22 . =_1 -

Z=X+iy, w=u+iv;
- zZ+W=(X+u)+i(y+v), zZzw=(Xu—yVv)+i(xv+yu);

Bemerkung: Cist abgeschlossen beziiglich Addition und Multiplikation.
Gleichheit: y 4 i y= (4 v
Beweis: (x —u)*=—(v— y)*funktioniert nur, wenn links und rechts O ist x=u, y=V.

Definition (komplexe Zahlen durch Paare reeller Zahlen)

Eine komplexe Zahl ist ein Element z:=(x,yJe RXR mit Addition und
Multiplikation

(A) (xy)+ (V)= (x+uy+v)
(M) (x,y) * (u,v) := (xu- yv, vx + yu)

Satz € mit (A) und(M) bildeneinenKérper.Im Korperhat z*=—1 zwei Lésungen,
i und —i.

Beweis a-z=Db, dabeia=(a, a,),b=(b, b,) und a#(0,0)
Behauptung (1,0) wirkt als Eins inC , d.h. (1,0)-b=b V beC
Beweis: durch Nachrechnen

1 a a
Definition: Fir a=(a, a,)#(0,0) 5;=( 1 2 ) _

2 2
Dann gilt: a%=(1,0) ; (al,a2)<%—ﬁ>=< ata, ,0>

1
Daraus: z==—-b;
a

Bemerkung R'c' €, (x,0) kann man addieren und multiplizieren wie .
[(x,0)|xe€ R} bilden einen zuRR isomorphenUnterkérper vonC .
Statt (x , 0) schreibt man x, stat{1, 0) schreibtman1;z+0=12z; z-1=z;

Imaginére Einheit
Darunter versteht mam: =(0,1) .
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3.1 Der Korper Seitel4/124

Das Quadrat isfi*=(—1,0) . Somit sind i und —i Lésungen der Gleichung=—1 .
(0,1)(0,1)=(-1,0)

Bemerkung (x, y)=(x,0)+(0,1)-(y,0); x,YyeR

z=x+iy, zeC

X = Realteil , y = Imaginarteil von zx=R z, y=3 z

Konjugation

Fir z=x+1 ysetztmanz: =x—i y. Esgilt:
a) ZTW=Z+W, ZW=2Z-W

b) z+z=2-Rez, z—z=2i-Imz

c) z=z= zeR

d zz=xX+y €R A >0

Betrag
a) |z|>0
b) [z/=|2

c) [Rez<l|Z,|Im 7 <|7

d) |z-wi=|z-w]

e) |z+w| <|z]+|w| (Dreiecksungleichung

Beweisvon e): [z+w =(z+W)(z+W)=zz+ zWw+zw+ww=|z’ + 2|z W + W = (|2 + W)

3.2 Komplexe Zahlenebene

y A
Im z )
Z=X+iy
.maginare
Achse” z
> X
Jreelle Rez
Achse*

Additionin C 2 Vektoraddition in IR?.

Multiplikation z—r z=r x+i-r y bedeutet Streckung um den Faktor r,
Multiplikation z—i z=ix — y=—y+i x bedeutet eine Drehung um 90° gegen den Uhrzeigersinn
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3.3 Algebraische Gleichungen in Seitel5/124
y A
A
Im z y
B z2=7Z,t+2, Im z
z, -~
Limaginare iz
Achse” zZ,+2,
/
/
z
Z; b
> X
reelle Rez ’R X
Achse* ez
3.3 Algebraische Gleichungenin €

2
Beweis 7Z°+az+ b=( z+%)

Z=cex’— y’=Rec

Z=x+iye2xy=Imc

2

+b—2 =0

4

x=i,/%(|c|+Rec), y=4_q/%( |c|+Rec)

21’2=_7a+%\/a2—4b

V' eine der Lésungen vo’=a*—4b
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4. Funktionen Seitel6/124

4. Funktionen

Definition : komplexwertige Funktionf (x)—c

f(C)= 1fur XEQ
O firxe@

Definition (Graphen) von f:G(f):={x,f(x)|xe X}

Definition: Monotonie: Sei X<R ¢ f: x—IR hei3t monoton wachsend(fallend), wenn
WV Xy X,€ X AX <X, F(Xy)<(=)f(x,)

Ohne = heil3t f streng monoton wachsend (fallend)

1. Beispiel
47
v
27
]
4 2 _ 2 y 4
2
41

f(x)=[x]
Gaul-Klammer: monoton, aber nicht streng monoton
2. Beispiel
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4. Funktionen
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1.4

1.2

0.8
06
0.4

0.2

K

Sagezahnfunktion: nicht monoton

Algebraische Operationen: zti,g: X —-C def.

f+g, f-g,é auf {x e X|g (x) # 0}

punktweise
(f+g)(x):=F(x)+g(x)
(f-x)(x)=F(x)-g(x)
Zusammensetzung von Funktionen
f:X->C

GY »C:x>Y 3¢

gef: X-C
(gef)(x):=g(f(x))
Beispiet
f(x)=x>;g(u)=sinu
(gof)(x)=sinx’

(fog)(x)=x’sinx

Beispiet T(z)=2§ig, zeC\{_—Cd}

c#0,D:=ad—bc#0

a,b,c,deC

a D 1
T - —
(2) c ccz+d
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Mit Ll(z):zcz+d,l(w):=l
w
-D a
L(u):=—u+—
)=+
T=L,cloL,

Umkehrung einer Funktion
Sei f: X - C injektiv , X cC
g: f(x)=C, g(f(x))=x

Beispiet f=+Vx=g=x> g(f(x))=x Umkehrfunktion zu f

zUf
Far fxcR:

G(y):=[y,x|y="f(x),xeX]

entsteht aus Grapls ( f )={(x,y), yc f(x)] durch Spiegelung an der Diagonalen de%

Beispiet f=+Vxeg=x%;g(f(x))=x

f =ch>g=xlln

3
28
26
24
22

2
1.8
16

Y14

1.2

1
0a
06
04
02

0 02040608 1 12141618 2 22242628 3

X

4.2 Polynome
Analysis:

f(x)=a,x"+a, X" "+..+a,, a.ceC

Ist a,#0 heil3t n = Grad des Polynoms,teei3tLeitkoeffizient

f=0=a,=0 Vk

,fhat den Grad <= n" schlie3t ein f = 0.
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Definiton: Menge aller Polynome mit Koeffizienten i oder R: C[x],RR[x] .

f(x)=a,X"+...4+a,,9(x)=b,x"+...+b,
(fg)(X)=Cpy X" "+...4C X +C,

Ck= Z a'r bs

r+s=k

Abspaltung von Linearfaktoren

Definition: «<C heiRtNullstelle von f wenn f (x)=0

Beweis Konigsberger.
Hat q auch eine Nullstelle, kann man erneut Linearfaktoren abspalten. WennfGnad
f(x)=a,(X—ay).... x—«,,)

Folgerung: Ein Polynom # 0 vom Grad n hat héchstens n Nulllstellen.

Definition: Ist f durch (x—«)*, abernicht durch (x—«)*** teilbar, heikt « eine k-
fache Nullstelle von t

Beispiet f=(x—1)hat bei 1 eine 2-fache Nullstelle.

Identitatssatz

Beispiet f =ax+ b, g=cxd
Beweis:f - g hat n+ 1 verschiedene Nullstellen, Gragn—f —g=0
Bemerkung f=ge f(x)=g(x)V xeCea,=b, Vke(0,...,n)

Bemerkung Methode des Koeffizientenvergleichi$ x)=g(x)= a, =b,

Fundamentalsatz der Algebra

Beweis Konigsberger
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4.3 Rationale Funktionen

Definition: Eine rationaleFunktionR ist eine Funktion, die sich mittels f,ge C|[x] als

f(z)

Quotient R(z)= , zeC\{g(z)=0} darstellen laRt. Sind f,g teilerfremd,

9(2)
nennt manD ={ ze C|g( z)#0} denvollstandigen Definitionsbereich
z—-1 1
oot R(7)= _ 1
Beispiet R(z) = 7i1
Dvollstzq:\{_l]
1
R(1)==
(1)=3

Defintion (Pole): «€C n-facher Pol von R, wenn es eine Darstellung R=é mit
f («)#0 und g eine n-fache Nullstelle oder Steléehat.

il

z)
i i : R(z)=
Es gibt dann ein Polynonin(a)#0: R(Zz) (Z—a)'h(2)

Man nennt Partialbruch.

1
(z—a)

Lemma (Abspaltung desHauptteils): | ist « ein n-facherPol von R, so gibt esgenau
eine Zerlegundr(z)=H (z)+R,(z) .

H(z)m—2n 4 B & 5 0
- n n—1 L y Ap
(z—a)" (z—«) Z—«x

Ro(e)#0 rational.
Man nennt H defdauptteil von R in «..
Beweis Induktion

Bemerkung Wegendes Fundamentalsatzeder Algebra und den daraus folgendenSatz zur
Linearfaktorzerlegungfg— )g(z)=(z—o)"...(z—et,)™
f

R=—
g

AuBe]:crdermehmenNir an,dass «; ...,xs keineNullstelledeszZéahlersf ist (0.B.d.A.),Dannhatalso
Rzg genau & ...,xs Pole.

Seien H,....,H die jeweiligen Hauptteile von R dann gilt:
R = Hy+Ho+ ... +H5+q

g = rationale Funktion ohne Pole i€ -> Polynomanteil.
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Herstellung der Partialbruchzerlegung (PBZ)

. F.(2)
1. Geg. seiRyy Z)=GM(Z) :::::?'AGrade.
M>N.WennM <N, dann R(z)=Q( z)+% Grad F < Grad G; Q(z) = Polynom

2. Man bringt G, ( z) in die Form G, (z)=(z— ;)" ... z— )™, N, +....+N;=M

3. Fur jeden Faktor( z—e; )" setzt man nTerme an:

Ay A Qin, ;
+ Rt — mit M unbekannen Parametern.
(z—e)  (z-alpa) (z—e)
F
Ry (2) G_N=ZPBZ( z)
M
Fn(2)=Zpg,(2)Gy(2)
z+1

ispiet R(z)=———
Beispiet R(z) 2217

a b1 n bz
z z-1 (z-1)
z+1 a 9b b,

==+ +
z(z—1?% z z-1 (z-17

z+1=a(z—1)*+b,z(z—1)+b,z=7*(a+b,)+z(—2a—b,+b,)+a

R(z)= >=2(2)

a+b,=0

l=a
1=—2a—-b;+b,
a,=1,b,=-1,b,=2

b b
Rechentrick: R( z)=2 + — + —2 —= z+1 _
z z-1 (z-1) z(z-1)

und setze dann=z 0.

lim zR(z)=a===1
2-0 1

b, x(z—1)?und setze dannz = 1.

lim (z-17°R(z)=221 =27

z—1 VA 1

b,=2
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_272-7'+1
7' +62°+97
Polynomdivision:

Beispiet R(z)

27°—-7*+1 : *+67°+97%= 27z-13+

60Z2°+1172°+1

7' +672°+97°
—(22°+127'+182°)
~137'-187°+1
—(132'~782°-1177%)
602°+1177°+1

746 2°+97°=7(+62+9)=7(z+3)°

602°+1172°+1 a b ¢ d
Q(z)= =—+—+

Z(z+3) z 72 z+3 (z+3)

2 1
. _O=—=b
Q(2)-Z°|,- a

60(—3)°+117(—3)°+1_ —566_

z)(z+3)|,. 5 = d
Q(z)(z+3)7|,- 5 = 9
6023+11722+1=az(z+3)2+%(z+3)zczz(z+3)—%ﬁz2
7°:60=a+0

o enl2 =2 1622
z .O—9a+3—>a— 27,0——27
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5. Folgen

5.1 Konvergenz von Folgen

Definition: Folge komplexer Zahlen, Folgein C, ist fIN—C. Ist f(n)=a,,
schreibt man (@ oder a, &, &,......

Definition : Eine Folge (g konvergiert, 3a€C:Ve>0 IN eNi|a,—a|<e ¥ n>N
a heiRtLimes L'fl a,=a odera,—a firn—ow prqige( a) mita = ONullfolge

a, Folgenglieder K. (a):={ze C||z—al <e| Kreisscheibemit Mittelpunkt a
und Radiuse

Definition: e-Umgebungvon a€C

Definition: U 2K (a) Umgebung von a

Bemerkung acR,e-Umgebung | (a):={xeR|x—a|<e}=(a—e,a+e)

Definition: GegeberseienAussagerm\(n) YV neIN . Fastalle A(n) sind nichtig, wenn
AN :A(n) gilt fiir n > N.

Definition' (Konvergenz) (a,) konvergent< jede Umgebung von a enthélt fast alle

Beispiele

1. lim ==0 Vsea,

n-« N

o limVa=1 VaecR,

3. lim Yn=1 neN

k

4. lim n—n=OV kENAzeCA|Z>1

n-ow Z
Beweis(3): x,: =Vn-1>0
n=(1+xn)"zl+( 2) X2

n

n—12n<n_l)xﬁ:xﬁsz(n+l>=g
n(n-1) n
12
X, S —= X, <€
n
2
n>N:= —
€

5.2 Rechenregeln
Regel I (a,)—a,(b,)—b
a) a,+b,—a+b
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b) a,b,—ab

c) b#0, so sind fast alleb,#0und ergibtz—:—%
Beweig c):

1:=|bl>0,wahlenN'o, ~bl<n ¥ n>N
lo|=[b,+b—b,|<|b,|+|b—b,| (Dreiecksungleichung
b 2 Ibl-[b, ~b|= b, =271 =2 |p}>0% n> N

e N=N

\bn—b\<%e|b|2 n>N

1 2
2-=€¢lb
Fir n> N: i_£‘=‘bn_b|< 2€||=€
b, bl |bbl " [bf-[b]
1 2 a, a
_S_ —_ —_
‘bn| |b| mit Regel (b) = b, - b d

Regel Il (a,)—a. Dann |a,|—lal,a,—4a,Rea,—~Rea,Ima,—Ima

Regel IIl: iy M1 iy (1+%):1+Iim 1=1;Iim

n—ow n—o n—ow b n—oo

Bemerkung |a,| — |a| daraus folgt nichta, — a; Bsp: a,=(—1)

Sandwich-Theorem Zu (a,) gebeeskonvergentd-olgen(A,) und (B,) A,<a,<B, flr
fast alle n und lim A= lim B,. Dann: (g) konvergent, lim a=lim A,

Beispiet 0<a<b, danngilt: {a" +b" - b
is b<Va"+b"<bV2
Bewels 2 ]

a=b _,

. a
Definition: (a) und () #0 heilBenasymptotisch gleich falls lim -——=1,a, = b,

n—o bn

Bemerkung Asymptotisch gleiche Folgen haben gleiches Konvergenzverhalten:

a
Beispiet &,=n,b,=n+1, F”—>1
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1
Beispiet vh+1—vn = —
eispie e dr

5.3 Monotone Folgen

Definition: (a)) beschrankt3 se R |a|<s V¥ n

Beweis Konigsberger
Bemerkung Beschrénktheit reichticht fir Konvergenz: a= (-1)

Definition: (a,)€R
a)monoton wachsenda, <a,.; Vn
b) monoton fallend a,>a,,, V¥ n

Beweis s:=supA; da s kleinste obere Schrank¥, e>03a, mit s—e<a,

S—e<ay=<a,<s n>N

5.5 Satz von Bolzano-Weierstral

Definition: he C Haufungswert der Folge (a,)€ C , wennjedeUngleichung K (h)
unendlich viele aenthalt |h—a,|<e fir unendlich viele n

Beispiet
1. Konvergente Folgéa, ) —a, a = Haufungswert

2.a,=(-1)" +1, -1 Haufungswerte

Definition: he € Haufungswert (a) K.(h)wenn h unendlich viele Folgengliede
enthalt.

Beweis R (a,)eR
Rekursive IntervallschachtelungABy]
(1)a,€[ A B]fir unendlich viele n
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(z,)a,<B,fur fastalle n
[A]_, B1] enthéalt alle a

k—k-+1: M=%(Ak+Bk) [A.B,]

[AyBei= [A,, M| fallsa,<Mfir fast alle n
ke [ M, B, ]andernfalls
h" ist Haufungswert mita, <h' +e
e>0, wahle k so, daf A, ,B, ]l (h")=(h* —e,h9* +¢)
(1) enthalt I .(h") unendlich viele a
(2) a,<B, <h +e fir fast alle n
Noch zu zeigen daB kein h' > éxistiert das Haufungswert ist

eo:=%(h' —h')  a,<h+e,=h'—¢,fiir fast alle n, . (h")enthalt héchstensendlich viele
Folgenglieder. (.

Definition: (a,)€C,(n,)EN streng monoton wachsende Folge>a, KEN;
(@, Jken Teilfolge von (a).

Beweis Konigsberger

5.6 Konvergenzkriterium von Bolzano-Cauchy

Erlaubt ohne Bezug auf Grenzwert zu bestimmen, ob eine Folge konvergiert.

Beweis B.-W.

Definition: Eine Folge( @,)€ C Cauchy-FolgeoderFundamentalfolge
Ve>0 ANEN:|a,—a,|<e falls n>NAm>N

5.7 Erweiterte Zahlengerade

R:=IRU{—o0,00)]
[a,00]: =[xER]a<x <0}

Definition: (K,»],[—«,k) Mit kelRUmgebungen vom bzw.—w
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Definition: (a,)€R
lim a,: =« falls jede Umgebung (Ky) fast alle a,enthalt
lim a,:=—c falls jede Umgebung, K) fast alle a,enthalt

= Bestimmt divergent(uneigentlich konvergeny)
lim supa,:=c falls jede Umgebungk,«] unendlich vielea, enthalt

lim inf a,:=—« falls jede Umgebung{e, k) unendlich viele, enthalt

Beispiet a,=n —o
a,=—Nn —ow

a_=(—1)"ndivergiert, aber nicht bestimmt.

n
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6. Reihen
Reihen sind Folgera,=s,—S,_;

6.1 Konvergenz von Reihen
Gegebersei Folge(a,)eC

Definition: Durch s,= Z a,={a i=1,...,n wird (&) die Folge szugeordnet.
k=1
(sv) heildtunendliche Reihe

(sy) konvergiert < Reihe konvergiert.
s=lim s, symme oder Wert der Reitse 2 a,
n—e k=1

Bemerkung a,€R, (s) bestimmt= cooder —wodivergiert; Y. a,=w , Y, a,=-w
Beispiel 1 Geometrische Reiheze C,|z|<1
3 1_ Zl'l+l 1

0 . 1
Z=——das,=
k;) 1-z 45T 7 12

o 1

Beispiel 2 Harmonische Reihe P
n=1

Beweis 1+1+l+1+1+1+i+...+1

2 3 456 7 n

142t 111111t keine Nullfolge
2 3 45 6 77 16 2 4 4 8 8 8 8 8 16 g

- < 1

Beispiet n; n(n+1)
1 1 1 x+1-x_ 1

X(x+1) x x+1 x(x+1) x(x+1)
11 1 11 1 1 1 1

T
ST T3 T el n+l

n—oo §—1

PBZ:

6.2 Konvergenzkriterium (KK) von Cauchy:
Y a,konvergiert>V e>03N €N: ¥ n>m=N |S,— S| =[Amsa +- T <€

Folgerungen

I. Eine Reihe konvergiert hochstens dann, wenn die Folge ihrer Glieder eine Nullfolge
ist.

$iosy

" keine Nullfolge
Nullfolge
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Il. Das Andern endlich vieler Summanden einer Reihe &ndert nicht ihre Konvergenz
oder Divergenz.

Definition: Z C» heil3tMajorante von Z a,.
n=p n=p

n
D> al<

k=m+1

n

Y. |c<efallsn>m>N
k=m+1

Beweis Ye>0 AN:

Somit erfullt Z a, die Cauchy-Bedingung, konvergiert also.

Aus Rechenregeln fur Folgen, s.K.

Beispiel T a,|a,/<1: Es konvergiert ) a, 2" fiir |/<1,da Y 2" Majorante ist.
n=0

_— . v 1
Beispiel2: Beh: a€R O<a<1.Es d|verg|ertzn—
n=1 "

1
—>— harmonlsche Reihe divergiert.
n-a n

2a) Reihe mit reelen, nichtnegativen Gliedern

Satz: Reihe mit Gliedern a,=0 konvergiert genaudann, wenn die Folge der Partialsummen
. N

beschrankt ISt} . <o

konvergens>1
Beispiel seQ , { .
P r;. n® “‘divergents<l

2b) Alternierende Reihen mit reellen Gliedern.

Definition: Reihe heil3alternierend, wenn die Glieder abwechselnde Vorzeichen h%ben

1 o0
Beispiet 1——+——— (=

3577 2 +1 (Leibnitz-Reihe)
n=0
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d.h s=s,  bis auf Fehler, der hochstensso grof3 ist wie der Betrag des 1. weggelassenen
Summanden.

o (4 \k+1
Beispiet Y| ( 1k) =1-=
k=1

; —i=ln 2 alternierende harmonische Reihe
i (_1)k+1
P

1
3 4.

[ll. Absolute Konvergenz

Definition: Eine Reihe)_ a,mit a,€C heilt absolut konvergent, falls Y. |a,|
konvergiert.

Folge Absolut konvergente Reihe ist nach dem Majorantenkriterium konvergent.
Beweis Konvergenz# abs. Konvergenz
Es qilt dieverallg. Dreiecksungleichung

o0 o0
<2 [
n=1

2.a,
Wurzelkriterium

n=1

Beweis Folgt aus Majorantenkriterium
Bemerkung Wenny|a,| konvergiert, so ist =lim V|a,|

1. Beispiel > X konvergiert, wennx|<1
N=1
L=lim ¥lnx"|=lim Vn-x|=x] konvergiert, da x<1

n—oo n—oo
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n

2. Beispiel Z(_TS) L=% divergiert

Quotientenkriterium

Beweis Wurzelkriterium
..o v 1 .
Beispiet kaonvergwrt

n=1 1l

1
. |
Beweis g: —jim [\ _jim

n—o n—oo

n!

n!
n'(n+1)

. 1
, Ll_rrl m—0<1 q9d

Beispiet a< 1

1+a’+a’+a’+a*+a’+....

n+1

q —)a" " ungerade
n
a gerade

+1/n__

. ; N nxl__
Wurzelkriterium: lim va™~ " =a-a a

Nn—oo

Konvergenz fur & 1

n+1

a
Quotientenkriterium:‘a—

n

1

=a’odera”

6.3 Der grof3e Umordnungssatz

Bemerkung Aber: fur unendlicheReihe gilt im Allgemeinenweder Assozitivgesetznoch
Kommutativgesetz.

Beispiel 2  (1-1)+(1-1)+(1-1)+1...=0
1+(—1+1)+(—-1+1)+(-1+1)+...=1
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Beispiel 2 1-

BeweisSkizze

a) JedeendlicheSummevon Gliedern |a,| und damit auchjede endlicheSummevon Gliedern
der Teilreihe x: = |a,| beschrankt ist.

b) Abschatzung von endlichéreilsummen. Sandwich-Theorem. g.e.d.

Man nennt nicht absolut kovergente Reiliaingt kovergent

Beweis Man erzeugteines definierenddntervallschachtelungendemmanabwechselndo viele

positiveGliederaufsummiertpis mans Uberschreitetind dannwiedersovielenegative bis man
s unterschreitet

Definition: Multipliziert man jedes Glied der Reihe 2. a mit jedem Glied der der
i=0

Reihe Zbk_ So erhalt man die Matrix (a by). Die Reihen
k=0

D,= ; a by=a,b,+a,b, ,+a,b, ,+...+a,by heikt Cauchy-Produkt der
Reihen D" a,und Y b,.

Beispiet S=(1HXHXCH ) (X X+ ) =1+ 2x+ 3+ 4. = D nxX" Hiir x| <1
—X

n=1
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6.4 Potenzreihen

=) al=a,+ta,z+a,z°+....

I. Konvergenzkreis

Im z

Rez

Beweis 3 S mit |a, zJ<S V¥ n

\an z"\=|an zg\

z" z
— |<S- =l—|<1
Z, q, q ‘ Z
Majorante: S'Z q" konvergiert daher.
n=0

Konv. P(z) fur|z|<|zy| . g.e.d.

Definition: R=R(P):=sup r€R|P(z)mit|z|=r konvergiert

Beweis obiges Lemma, Supremumseigenschatft.

Bemerkung Uber Konvergenzoder Divergenz auf den Rand{ z||zZl=R} kann man keine
allgemeine Aussage machen.

0 0

z.B. Reihen a) 2.7 ZZF Z _ haben nach der Euler-Formel alle R=1.
1

1 1
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z
(n+1)

n+1 n2 )
> =lim |Z]

1
1+Z+i2
N n

. lim
Beweis €) n- 2

n—oo

Fir |zZ=1:a)div. b)z=1div., z=-1konv. c)konv.
Beispiel Lickenreihe

Y 2'=z+z2+ P+ 2+ N+
v=0

a, 1 n=v!
0 n#v!
Behauptung R=1

Beweis V|a, ={2 lim supy|a,|=1

|z|>1 = GliederkeineNullfolge = divergiert
|zl <1 = Majoranten ; 2" konv. = konv.
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[I. Multiplikation von Potenzreihen

[ll. Verhalten in Umgebung von O

Reihenrest R,(z)=2 a,Z"
k=n
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7. Stetige Funktionen, Grenzwerte

7.1 Stetigkeit

Definition: f:D—C heifl’t stetig in X, €D, wenn Y e>0 35§>0 qilt:

f (X)—f(x)]<e WV xeDund[x—x,|<3.

f heildtstetig in D, wenn f in jedem Punkt von D stetig ist.

Bemerkung DcR, DcC.

Geometrische Deutung <R , f reell

A /

f (Xo) $2€

f(xy)—e<y<f(Xx,)+e
Beispiel 1
f(z)=2" auf C stetig.

% fur z#0stetig.

|| ist Giberall stetig.
Beispiel 2 Lipschitz-stetige Funktionen sind stetig.

If (x)—f(yl<Lx-y.

Definition: f:D—C heilt Lipschitz-stetig auf D, wenn 3JILER:Vx,yeD

Beispielfur Lipschitz-stetige Funktionen:
a) az+b (L=la|)
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b) |f|,f,Re f,iIm f L=1
Beispiel 3 Dirichlet-Funktion f:R—R

Ox£€Q :
f(x)= (]
(x) {1X€Quberall unstetig

Beispiel 4 Riemann-Funktionf: (0,0) =R
OxzQ

f X — . . - .
(x) lfUrXZ—pmit teilerfremden p,geN ist an den irrationalen Stellen stetig und an den

rationalen stellen unstetig.

Definition: Sei a€D. UntereinerD-Umgebungvon a oderauchUmgebungvon a in
D verstehtman jede Teilmenge U =D, die eine Menge der GestaltU .(a)nD

umfasst. Dabei isU .(a) eine e-Umgebungvon a.

Bemerkung
1. U cBcDist auch D-Umgebung von a, wenn U dies ist.

2. Wenn U und V D-Umgebungen von a sind, dann ist duchV D-Umgebung.

Definition': f: D —C ist stetig in X,€D:|f (x)—f(x,)|<e ¥V xeU
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Beweis Folgt aus Definition

7.2 Rechnen mit stetigen Funktionen
Regel I. f,g:D — Cstetig in x,€ D dann auch fiirf +g, f-g

Ist g(x,)#0 so ist é in einer D-Umgebung voR, definiert und stetig irx, .

Regel ll: D LESC seien f stetig in % und g stetig inf (X,)=Y, Dann gilt: g-f stetig in x.

Regel Il : die f:[a,k]>Rstreng monoton und in X,€[a,b stetig. Dann ist auch die
Umkehrfunktion h stetig iny,=f (X,).

Beispiet Dax"stetig, g(x)=Vx n=2,3,...auf[0,x )stetig ist

7.3 Erzeugung stetiger Funktionen durch normalkonvergente Reihen

Definition: Gegeben eine Folge voh,: D —C .
Punktweise konvergent, wenn die (f,(x))der Funktionswerte ¥ xeD
konvergiert.

Gegebenenfallswird durch f(x):=!1i£rl Fa(X) x€D gog. Grenzfunktion
f: D — C definiert.

Bemerkung Auch wenn allefstetig sind, muss f nicht stetig sein!

Beispiet f (x)=x" x€[0,1]

f(x)=Ilim x”={ 0 Xf[lo’l) f unstetig auf [0,1]

n—oo 1 X=
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0.6
0.6
.41

0.2

Definition: Funktion f: D —C heisstbeschrankt, 3s€R:|f (x)|<s V¥ xeD

Man setzt || fll: = sup(|f(x)|,xeD}fallsf beschrankt
oo andernfalls

| |l 5 Norm von f bzgl D. || f]| .

Bemerkung Werdensehen dassjede stetigeFunktion f: D —C auf einemkompakterD eine
endliche Norm besitzt.

Rechenregeln fur Funktionen mit endlicher Norm:
1. ||f]|p=0=f(x)=0 VxeD

2. llctllo=lcHIfll,, ceC

3. |f+dll o=l fllo+llgll, (Dreiecksungleichung)
Beweis [f(x)+g(x)[<[f (x)[+lg(x)=[If]l+gll

Definition: Eine Reihe z f, von Funktionenauf D heiRtnormal konvergent auf D,

n=1
wenn jeder Summandf, auf D beschrankist und die Reihe der Norm bezgl. D
konvergiert.

2 fllp<e0
n=1

Lemma: Eine Potenzreihe Y’ a, z" mit Konvergenzradiu® > 0 konvergiertnormalin
jedem Kreis K(0) mitr > R.

f.(z)=a,z"
| fn||K,(O)=‘an|rn
Die Potenzreihe konvergiert absolut innerhalb des Kreia(a@)KZ |an|r”<oo a

Beweis
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0

1
Beispiet Reihe z —

. XER\N
n=l(X—n)

Beweis-Skizze | ,[a,b] kann man n finden.

. . . 1
Damit bekommt man eine Majoram:};
n

Bemerkung Erst bei normaler Konvergenz bleibt Stetigkeit erhalten.

. ) ) N 1
Beweis Zu €>0wahle man zunéchst n so gross, dags, || fillo<>

k=n+1 36
VXD git [f(x)=F(xp|=|2 ful0-2 fulx) +i1\fk(x)|+il|fk(xo)|

n n

sz(x)_;fk(xo)

1

<

+§e

Wegen der Stetigkeit vor) | f, 3 Umgebung U vonx,in D:V xeU
1

n

ka<x>—;fk<xo>

1

<%e:xeu £ (%)~ f (x,)|<e

n
Folgerung: Jede Potenzreihez a, z" stellt im Konvergenzkreis K0) eine stetige Funktion dar.
1

Bemerkung Normal konvergentdreihesind offensichtlichpunktweiseabsolutkonvergentFur
sie gelten daher der grof3e Umordnungssatz und der Multiplikationssatz.

7.4 Zwischenwertsatz

http://www.skriptweb.de



7.4 Zwischenwertsatz Seite41/124

Folgerung 1 Das PolynomP(x)=x"—a mit «>0 hat fir ¥ n€N eine positive Nullstelle.
Folgerung 2 Bisektionsverfahren zur Nullstellenbestimmung

Ist f:[a,b] - R stetigund f(a)-f(b)<0 danngibt esmindestensine Nullstelle X im Innerendes
Intervalls a<X<bmit f(X)=0.

Bestimmung der Nullstelle durch fortgesetzte Halbierung des Intervalls [a,b]

_atb
2

labl _  [laal _  [a,a]
f(a)-f(b)<0 f(a)f(a)<0 f(a,)f(a)<0

Folgerung 3 Jedes Polynom mit einem ungeraden Grad hat in IR wenigstens eine Nullstelle.

a

X"=—(—x)"— Bisektion

7.5 Kompakte Mengen, Satz von Maximum und Minimum

Definition: K clRoder € heif3t kompakt, wenn jede Folge(X,)€K eine konvergente
Teilfolge mit Grenzwer€ €K besitzt.

Beispiet Jedes kompakte (=abgeschlossene) Intervall [a,b] ist kompakt.

Beispiet Kein offenes Intervall (a,b) ist kompakt.

Beweis Aus Satz von Bolzano-Weierstrald und Rechenregeln fiir Folgen.

Beweis-SkizzeAndernfalls konnte man Folgen ohne konvergente Teilfolgen bilden.

Beispiel fur eine kompakte Menge: cantorsche Diskentinum
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Folge kompakter Mangen,C

C0:=[O,1] 0 1
—c[L2
Cl.—co\(z, 3) 0 1_ 2_ 1
12\ (78 i ’
CZZzCl\((§’§)U(9_,9_>) o L 2 3 4 5 & 7 8 1
9 9 9 9 9 9 9 9

1
C. ist Vereinigungvon 2" kompaktenintervallen der Langen 3 Cn+1 entstehtaus C; durch

Entfernen der offenen mittleren Drittel.

C:= néocn cantorsches Diskontinuumist kompak.

Satz von Maximum und Minimum (Weierstraf3)

Beweis Max. Dazu setzen wir:

s =) supf(K) falls f(K) nach oben beschréankt ist
" | andernfalls

Ferner wahlen wi neIN einen Punktx,, €K mit

s—%sf(xn)ss falls s<oo (*¥)

n<f(x,) falls s=o0

(Xn): Konnen annehmen, dass)(einen Grenzwerg €K (sonst nehmen wir Teilfolge).
x, —& Folgenkriterium f (€ )=Li£'l f(xa)

= Folge( f (xn)) beschrankt, was=c ausschliesst.

Wegen (*) f(€)=lim f(x,)=s

n—oo
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Wegen f(x)<s V¥V xeK, ist& Maximalstelle in K.
Bemerkung Ohne Kompaktheit gilt dies nicht.
Sei f:(0,1]-R . fist stetig, beschrankt, hat aber (0,1] weder ein Maximum noch ein Minimum.

Bemerkung Mit Satz vom Minimum lasst sich der Fundamentalsatz der Algebra beweisen.

7.8. Stetige Fortsetzung, Grenzwerte von Funktionen

2
-1
h(x)=§_1
f(X) A
1
JRHE L
X
-1

Gegeben seif: D —C undx,€ C , der nicht zu D geh6ren muss, aber darf.

Gibt esauf DU[x,} einein X, stetigeFunktion F(x), die auf D \ {x} die GleichungF(x) = f(x)
erfallt ?

Eine solche Funktion heildtetige Fortsetzungvon f in dem Punkt x

1,
1+=x"-1
Beispiet _\/X2+1—lx:0 2 g(o)zl
g(X)— X2 - X2 2
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g(x) A

_ N

lim g(x)=% stetige Fortsetzun@s(x)=g(Xx) x¢0,=% x€0
x—0

>
X

Defintion: X,€ € heiRtHaufungspunkt von D, wennjedeUmgebungvon x, unendlich
viele Punkte von D enthélt.

Beispiel  (a,b)=R : alle Punkte a<x<b sind Haufungspunkte.
Beispiel 2 Menge aller Haufungspunkte vanist R.

Beispiel 3 D={%, neIN} Genau 0 ist Haufungspunkt von D.

Bemerkung Stetige Fortsetzung nur interessant, wephl&ufungswert von D ist.

Satz (Einzigkeitssatz) Seix, Haufungspunkvon D. DannbesitztjedeFuktionf aufD \
{x o} héchstens eine ingstetige Fortsetzung F aud U{ X} .

x*—1
Beispiet f(x)= 1; F=x4+1;x,=1;

Beweis SeienF; und F, verschiedend-ortsetzungenDa X, Haufungspunktst, gibt esin der
Umgebung von X, Punkte Xx#0:F (X)—F,(x)=f(x)—f(x)=0;F (X,)=F,(X,) wegen
Stetigkeitvon R und k. WidersprucH

Definition: f: D —C hat im Haufungspunktx, von D den Grenzwert a, wenn
Ve>0 F6>0 ! [f(x)—al<e WV xeD\[x,] mit [x—X]|<5.

Sagt auch: f(x) konvergiert fuKk—X, gegen a.

lim f(x)=a oder f(x)—a f(x)—-Xx,
(x): = f(x)xeD\{x,}
Falls f in X, einen Grenzwertbesitzt, so ist die durch T lim f(x) x=X, definierte

X=X,

Funktion auf DU{ X} die stetige Fortsetzung von f.
f(xo)=lim f(x)

X—Xo

Gehort x zu D und ist f stetig in % so ist © (Xo)=

Gehort % zu D, ist aber f nicht stetig ingxso ist F eine Abanderung von f.

http://www.skriptweb.de



7.8. Stetige Fortsetzung, Grenzwerte von Funktionen Seite45/124

. Ux—1 Xx—1 . 1 1
Beispiel I lim ———=Iim -=
P x-1 X—=1 o1 (x—=1)(Vx +1) x—>1 VXx+1 2

1
F= liefert stetige Fortsetzung fur x = 1.
Vx+1 9 g

Beispiel 2 lim (A+x)—1

x—=0

=s VY seQ

Beweis DurchBinominalentwicklung

(1+x)°=1+sx+([ S+ S)x°...
2 3

(14x)°-1 . 1+xs-1
I|m—=I|mT=s

x—=0 X x—0

Definition:  f,g:D—C heiBen asymptotisch gleich fir X—X,und X, ein

. f .
Haufungspunkt von D fall§m ﬂ=1; f(x) = g(x) firx—x,
X=X g(X) asympt. gleich
e [ (DL (14+x)°—1=sx fiir x—0

x—0
Definition: Unter einer punktierten Umgebung von X, versteht man
U™ (x,):=U (x,)\[x,] wobei U(%) Umgebung von xist.
Definition'(Grenzwert) : f: D —C konvergiert fir X—X,gegen a, wenn gilt:
Ve>0 U (x,):|f (x)—al<e fiir xeU (x,)ND

Rechen mit Grenzwerten

f(x)—a,g(x)—b fur x—x,

(x)+g(x)—a+b
Regel . f(x)-g ( )—a-b

f(x) a

—g(x) b falls b#0

Regel II: Geg: DSESC
Es geltenf(x) - a€E

ferner sei g stetig in a. Dann gilg( f(x)) — g(a)

X=X

Regel Ill: f,g:D—Rhaben Grenzwerte in X,.. Aus f=<gin einer U (x,) folgt
lim f(x)<lim g(x) geweis aus Stetigkeit.. Konvergenzkritereien.

X=X, X—Xo

Satz (Folgenkrlterlum{ .D—-C hat in x, den Grenzwert
a o (X,)€D\[X] AX, =X, ¢ limf(x)=a

X — o0

f(x) xeD\{x,)

Beweis F(X)i={
a X=X,
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Bestehen auD U{ x,} folgende Aquivalenzen:

lim F =a< F ist stetig inx,< Die Folgenbedingung fur Stetigkeit gilt.

Konvergenzkriterium nach Cauchy
=V e>0TU 7 (x,):|f (x)—f(x')|<e
f: D —C hat in x einen Grenzwert *
V x,x'eU (x,)ND
Beweis Konigsberger
7.9 Einseitige Grenzwerte, Grenzwerte bei Unendlich
f.D—-C , DcR

I. Einseitige Grenzwerte

Ve>0 3I6>0 : |f(x)—al<e fUr{

Dafur:
a=Im 1(x)=T(X—) g

XTXq

a=Im 1(x)=T1(X,+) Rg

X4Xq

Gaulklammer
H .
3 W0 500 5 oo
g(x) 21 0000055 50 00
11 B 56 S0 SO
. N 2 3 i

g(x): GauRklammer:
linksseitiger Grenzwert: g - 1
rechtsseitiger Grenzwert: g

http://www.skriptweb.de
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Il. Grenzwerte bei Unendlich

Definition: f: D —C habe einen nach oben nicht beschrankterDefinitionsbereich
DcR. Dann heil aeCGrenzwert von f bei o, wenn
YV e>0aANeR:|f(x)—a|<e fir xeDAx>N

deemta=””gf<X%f<X)—>0

x—0

Bemerkung Der Begriff Grenzwert einer Funktion bei « verallgemeinertden Begriff
Grenzwert einer Folge.

f.D-C, D=N
f(n)=a,

Beispiet ”in (Vx+1-Vx)=

X1 x=1 fir x>0
VX+1+X 2&
Beweis | N = _
4e

[Vx+1—+X|<e fur x>N q.e.d.

Bemerkung Oft Substitutionx—& =— und I|m nutzllch

[l Uneigentliche Grenzwerte

Definition: f:D—R hat in X,€R(reelle Zahlen mit +w) den uneigentlichen
Grenzwert o .
Beweis: wenn es ¥ KER eine punktierte Umgebung U (x,) gibt, so dass
f(x)>k x,€U"(x,)ND

. lim f(x)=%+
f(x)<k x,€U"(x,)ND (x)=:teo

Rechenregeln

a) mn%65=0ﬁ<m>on:nmf<m=o

by lim |f (x)|=c0= lim *— =0

f(x)
c) lim f(x)=c0; g(x)=AV x=Ilim (f(x )+g(x)) e
d) lim f(x)=w0; g(x)=A>0=Ilim (f(x)-g(x))=c0
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8. Die Exponentialfunktion
exp:C—-C

N« _k 2 3
exp(2): ~lim (1+§) B YA PPI AL SN

0

2! 3!

n—oo

Sie ist die einzige Funktion adf mit diesen Eigenschaften.

(cz)*

Diese Funktion ist gegeben durdh z)=exp(c z)=lim <1+::]_z) =y ”
k=0 ™+

Folgerungen aus E1:
a) exp(—z)=[exp(z)]™* und exp(z)#0 V z
b) exp(r)=¢ fir rationales r
e: =exp(1)=lim (1+%) =), 1—|
0

n—oo

Beweis
(a) folgt ausexp( z)exp(—z)=exp( z—z)=exp(0)=1
(b) fir r=neN
exp(n)=exp(1+1+1+...+1)

n-mal

[exp(1)["=¢"

r=

S|

e=exp( 1)=exp(%)=exp<%+%+..%) =exp< i—) =e%=[exp< )]

r =nm( m,neR) da exp(nm)=[exp( i—)] oder daexp( —%) =[exp< %)]_

exp(r)=¢€

Fur beliebigesze C e*: =exp( z)

El: ez+w=ez'ew

El & E2= Die Exponerr]tialfunktion ist stetig

. . e—-1
lim (e**"—e*)=€’lim —=-h—0
h—0 h—0 h

S|
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8.2 Die Exponentialfunktion fur reele Argumente

fl) = expl]

O T N & T |

'
[
.

8.3 Der naturliche Logarithmus
In:R"—>R
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0

y=€ und x=Iny

InX+Iny

Beweis (L1) €"Y=xy=€"*.e"Y=¢
sei (%) eine Nullfolge mit X,#0; y,:=In(1+X,) ,

In(1+x
eine Nullfolge (A¥x) yy" —1 fir n—ow
X e"—1

Beweis Die Substitution x: =e"*

. n
lim T‘E:O
§—>oo e

8.4 Exponentialfunktionen zu allgemeinen Basen
Sei a eine reelle Zahl >0

F x—a* Exponentialfunktion zur Basis a

(E1l) a*"Y=a*a’furalle x,ye R
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a‘—1

(E2"® lim

x—0

=Ilna

Weitere Eigenschaften:
a) a‘ist stetig
b) Ihr Wertvorrat ist R" falls a+1,d.hina=0

c) Sie ist streng monoton wachsend (fallemeétnna > 1 (a < 1) ist.
Rechenregeln :

Fir a,b >0 und beliebigex , y€ R gilt:

a) (a")'=a"

b) a*b*=(ab)"

Beweis a) (ax)y=eylnax =exylna:axy b) a.X_L.’x:exlna_exlnb=ex|nab=( ab)x qed

Potenzfunktion zu beliebigen reellen Exponenten:
x*: =" fir x>0
fira>0 x*wachst streng monoton.

fir a<0 x*fallt streng monoton.

Berechnung der Logarithmen
Fur xe(-1,1)
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7

1+x x>t x> x° X
In=——==2 =2(X+- 4T+
1-x Eozm SIS RS
1+x . -1 1
y=v y=7 mtx y+1ZB y=2=Xx=2

1 3 33 53 7.3

1+=
In2—|n—3—2(1 1 5+ 1 =+ 1 )
1—-=
3

In220,69314%#R |R|<10°

n=1000; 0,1 Promille
1000'~4,02410°°%®

8.7 Hyperbolische Funktion

cosh 7): = e+ 7)
sinh( z): =%(e2—e—2)
e
coth 2): =S5

auch durch Potenzreihen:

cosh( z) li iz

2 0 0 (

1 0 0 Z2k+l
sinh(z 5; ;(2k+1
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f{x) = cosh(x), sinh(x) fix) = coth(x), tanh(x)
3_

[
'
e
—
—
[y

8.A Tringonometrische Funktionen (KB 10)

cosx:=Re(eiX)=%( X pex)
: iX 1 i X —i X
sinx:=Im(e )=2—i(e -e ')

Es qilt:

Bemerkung €* liegt wegen |e*?|=¢* &' * =1 auf dem Einheitskreis vo .
A |

In X
cosx | "1

(sinx)*+(cosx)’=1
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Definition: Fur beliebige ze C :
cosZ: =%(ei ‘+e'?)

. 1 —iz
sinz: = e€i—g
inz 2I( )

Folgt:
cosz=coshi z
sin z=—isinh(i z)

Mittels € **" =g ¥

Aus der Exponentialreihe:

o 2k ZZ
cosz= =1-—+...
; (2K)! 21
0 2k+1 ZS
sin z —_—— =7 ...
! Z 2k+1) Y
sin z
Aus der Sinusreihe folgtim ——=1
z—0

Wertetabelle:

X ln T §T( 271
2 2
e* -1 1
cosx O -1 0 1
sinx 1 0 -1 0

D.h. die Exponentialfunktion hat die imaginare Pericdie i .
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sinund cos

0.8
06:
0.4
0.2

0.2
0.4
0.6
0.6

Definition:
sin z
tanz: =—— auch: tg z
cosz ( 92)
. _Ccosz

cotz .
sin z

(auch ctg z)

http://www.skriptweb.de



8.A Tringonometrische Funktionen (KB 10) Seite56/124

tan

.. T TT .. .
Definition: Tangengst in (—2—;2—) definiert, stetig, strengmonotonwachsendind

weder nach oben noch nach unten beschrankt.Er bildet daher diesesintervall
bijektivnm. auf [Rab_ und besitzt dort eine Umkehrfunktion, die

arctan: R — —21 I (Arcustangeng

"2

arctan

1.2

1
0.9
0.6
0.4
0.z

1w =4 arctanl

X2k+1 _X_£+£+
2k+1 ~ 3 5 7

Reihe: arctanx= Y (—1)
k=0
Beweis Konigsberger
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Beweis aus Definition

Bemerkung JedesPaar (r,¢)mit z=r € * heiRt Polarkoordinaten fiir z, und ¢ ist das
Argumentfiir z. €* heiRtPhasevon z (bzwPhasenfakto}.

Beweis
Sei z#0
Z .
—=&+Iin, &,neR.
Z|

2

Dann ist ‘|Z?| =1=>8’+n°=1

«:=arccos = £ =cosu

= n=%Sinx

.|« wennnp=+sinx

d)'_{—a wenn n = —sin «

Dannist £ =cosx=c0S¢, n=sing¢

>E+in=¢€?

= z=|z€e?

Seinun z=|z| € " eine weitere Darstellung im Falt#0
> V=1si(¢p—yw)=2kmi keZ

= ¢ =arctar§ o Z—=tan<l>
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9. Differenzialrechnung

Beschrankung aub <R . Lassen aber komplexen Wertebereich zu.

9.1 Ableitung einer Funktion

. o : . P (X)—T(X)
Definition: f: 1 — C heiRtdifferenzierbar in X,€1, wenn 3 lm ——.

X=X, X - XO
DieserGrenzwertheil3stdannAbleitung oderder Differenzialquotient von f in Xo
und mit f' (x,)=D f(xo)=%(xo) geschrieben.
Fernerheil3t die Funktionf in | differenzierbar, wenn sie in jedem Punkt des
Intervalls | differenzierbar ist.

X—=X,+h
im 1 (X,+hn)—1(X,)
fl<Xo):F;0

Geometrischdefiniert firr ein reellesf die Gerade y=f (x,)+ f' (X,)(X—X,) die Tangentein
(%o, f (X)) des Graphen f

y

Bemerkung
a) Dx"=nx""
De*=ce”™* ceC

' neN

b
)Da"za"lna aclR
1
c) DiInx==
X
Beweis
gﬂ_xﬂ
a) =" E" x4+ X" 5 nxM
£ —X £-x
(ch)?
, ch+——+...
b) ec(x+h)_ecx_ cxec(h)_l_ ox 2| ox
- =g =e - ce
h h h h—0
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0) In(x+h)—Inx _1

h X ﬂ
X

: . . f(x)—f(x) .
Beweis Die Existenz  von —_— bedeutet, dass die durch
___f(X)_'f(Xo) .. . . .
q(x).—T xe€l \{Xo} definierte Funktionin x, festgesetziverdenkann; der Wert
0

der setigen Funktion ist Grenzwegt( X,)= ' (X,)

Bemerkung Differenzierbar = stetig
. f(x)—f(0) . ,
lim ————= lim #lim
x10 X X710 x10
x10

Beispiet Takagi-Funktion
Sei f,, die stiickweise lineare Funktion alg mit der Gerade4™"

S
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f:=>" f.ist auf ganzR stetig, aber nirgends differenzierbar.
n=1

() F (%)= (x,) und fim - =FX) _g4

X—=Xo N T Ao
Gof. ist (**) F (x)="f(X,)+ ' (X,) (X =X,) flir x€ R
Bemerkung Diese Formulierung fordert die Approximierbarkeitvon f durch eine lineare
Funktion F derart, dass f (x)—F (x) mit X— X, schnellerals X—X,. Entsprechend
heil3t F dielineare Approximationvon fim Punkt x
Bemerkung Diese Lemmaszeigen,dass,differenzierbar” bedeutet,dass man die Funktion
lokal durch eine lineare Funktion aproximieren kann.

Beweis
Sei F eine lineare Funktion mit (*).
Dannist F (x)=f (X,)+b(x—X,) miteinem be C .

f(x)=f(x) f(X)=F(Xp)

X — X, X=X,

fox —f(x °
lim T =1 (%) =b = fist differenzierbar
X—)XOX_XO

Umkehr: f sei differenzierbar ik, = F (x)3 = (**) = (*)

Definition: Man sagt, einef: D — R habe in X,€ D
(i) ein globales Maximum wenn f (x)<f (x,) ¥V xeD

(ii) ein lokales Maximum, wenn 3U um X,: f(x)<f(x,) V¥V xeUND

Entsprechend ist das Minimum definiert.

Bemerkung
Eine auf einemkompaktenintervall stetigereelle Funktion hat nach 7.5 ein globales

Maximum und ein globales Minimum.

Beweis
fx)=f (%)

flU,, habe in X, ein Maximum. Furx€U, mit x> X, ist
0

Mit x !X, folgt f'(x,)<0.
Analog X<Xy: f (X,)=0
= f =0.
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Bemerkung Die Kandidaterfiir Extremalstellen vonf : [a, b] — R sind also
(i) die Randpunkte a, b
(i) die Punkte xe(a, b), in dem f nicht differenzierbar ist
(ii) die Punkte xe(a, b), in denen f' (x,)=0

Keiner dieser Punkte muss tatsédchlich Extremalstelle sein:
Beispiel:
f(x)=x>, xe[-1,1]
f (0)=3x%|, =0
Trotzdem besitzt f in O nicht einmal ein lokales Extremum.

9.4 Ableitungsregeln

f—f, o fy
t anschreiben furf =f, +f,, f,-f,, —=
X=Xy fz

Differenzenquotien

I. Algebraische Regeln
@ (f+g)*(x)=Ff(x)+g' (x)
(b)(fg) (x)=f(x)-g(x)+f(x)-g (x) (Produktregel)

() (f_) (X)= flz(x) g(x)—f(x)g'(x) (Quotientenregel)
g 9°(x)

sinh x ) =sinh' X coshx —sinh x cosh' x =1

. hy)' —
Beispiel (tanhx) <coshx (coshx 2 (cosxP

II. Kettenregel

Gegeben | 535%¢

f sei in % differenzierbar g sei ingye= f(xo) differenzierbar

= go fin X, differenzierbar und es giltge f)' (Xo)=9"(f(X,))-f (X,)
ge f(x)=g(f(x))

aln x

Beispiet (x*)' =(e"*)' =

aln x

e
X

a

f=¢ f=alnx

Beispiet (In|f])" =I— ,wobei f #0in (a, b) differenzierbar
Bemerkung Mann nennth die logarithmische Ableitung

Rechenregel Seienf,, ...., f, differenzierbarreeleFunktionenauf (a,b) ohneNullstellenund seia,
...& € R, soqilt:

Fo=|f "
F f,' f,' f
F—alf—l+a2 f2 +...an fn
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n
Beweis InF =) a,In|f|;

k01l

I1l. Differenziation der Umkehrfunktion

Beispiet

Y=@H%%=€;

dx
X=Iny—-—=

1
dy vy

1,
e_x’

9.3 Hbhere Ableitungen

Definition: Sei f in | differenzierbar.Ist dann f:1 —C in x,€l differenzierbar,so
heisst die Ableitung von f in X, die 2. Ableitung von f in X,

f (xo>=sz<xo>=%<xo>.

Allgemein definiert man rekursiv die n-te Ableitung f™ von f als Ableitung von

f0), falls {00 differenzierbar ist.f ”=D" f =g ]:, (Xo)
X

Existiert fur ¥ n€N die Ableitung, so heisstlieliebig oft differenzierbar.

Definition: f : | — C hei3tstetig differenzierbar, wennf auf | differenzierbairist und
wenn f' stetig ist.
f 11 — C heiBt n-mal stetig differenzierbar, wenn f', ', ..., f{® existierenund
stetig sind.

9.4 Mittelwertsatz und Schrankensatz

http://www.skriptweb.de



9.4 Mittelwertsatz und Schrankensatz Seite63/124

Spezialfall Gatz von Rollg:
Gilt f(a)=f(b),so 3&e(a,b):f(£)=0.

Beweis (Rolle): Ist f=const,so ist f' (£)=0V &e(a,b). F nicht const, nimmt f als stetige
Funktion auf [a,b] Maximum und ein Minimum an, wobei einesder beidenvon f(a) = f(b)
verschiedenist. F hat daherin £e€(a,b) ein Extremum und dort ist wegen des Satz tiber
Extremstellenf (£)=0. g.e.d.

Folgerungen:Monotoniekriterium: Ist f: (a,b) = R differenzierbar, so gilt
>0j, (a,b)= fwaChStin(a,b) streng monoton

f <0 fallt
"'20iy (a,b)= £ WaCNSky (3 1) monoton
f <0 fallt

Ist f ausserdemstetig auf [a,b] so gelten alle rechtsstehendemussagenauf [a,b]. Bew:
Konigsberger

A
A
y y

f <0 f>0

X’ X

2. Kriterium fur lokale Extrema:
Sei f:(a,b)—IR differenzierbarlst f'(xo) =0 mit X,€(a,b) ; sohatf in x, ein lokales Minimum,
' (x)<0 fur xe(«,x,)

wenn % eine Umgebund «, 8) mit £ (x)=0 fir xe(x, 8)

Zusatz f:(a,b)— R sei2-malstetigdifferenzierbarlst f' (x,)=0in X,€(a,b), sohatf in
X, ein
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a o 5
a) lokales Minimum, wennf" (X,)>0
b) lokales Maximum, wennf" (X,) <O
Beweis Konigsberger

f' ~“Krimmung*“

Bemerkung Der Mittelwertsatzgilt nur fur reellwertige Funktionen.Es gilt aber folgende
Verallgemeinerung fur komplexwertige Funktionen:
Sei f:la,b|]—>C stetig und auf (a, b) differenzierbar. Dann I Eec(a,b):
‘f (Xl) —f (X2)| = |X1 - X2"” f ”[a, b] -

Folgerung Eine differenzierbare Funktiorf: | — C ist auf | konstante f' =0

Bemerkung Bedingungzwischeneiner gersuchtenFunktion und Ihrer Ableitung nenntman
eine Differenzialgleichung Diese entsteht beim Grenziibergang At—0aus, der
'diskreten’ Gleichung y(t+At)—y(t)=ay(t)-Atflr eine Funktion y, die in diesem
Zusammenhan@lVachstumsfunktioheisst,bei welcher Zuwachs y(t+At)— y(t)oc zum
Bestand y(t) und zur Zeitspann#t ist.

ax

Beweis f(x):=y(x)e

f(x)=(y (x)—ay(x))e *=0
= f =const=y(x)e = y=ce™
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sin x COSX

Beispiet lim ——=Ilim ——=1
x10 X xi0
1
. . Inx . x .
lim x-In x=Ilim — =lim —=Ilim —x=0
xi0 xi0 £ xi0 = xi0
X x2

9.6 Reihen differenzierbarer Funktionen

Bemerkung Normal konvergenteReihenstetiger Funktionendefiniereneine stetige Funktion.
Jedoch gilt: Eine normal konvergenteReihe differenzierbarer Funktionen ist nicht
notwendig differenzierbar.

. (1 .
Beispiet X=2| 2 |(x-1)
n

n=0

A
X

Nl >

nicht differenzierbar beix =0
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Beweis Konigsberger

Beispiet Eine Potenzreihe f (X)=Z a,X" mit einem Konvergenzradiu®R > 0 darf in (-R,R)
n=0

1

gliedweise differenziert werdenf ()= na,x"
n=1

Sie darf sogar beliebig oft gliedweise abgeleitet werden.
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11. Lineare DG mit konstanten Koeffizienten
Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten
Beispiet y=—kyradioaktiver Zerfallm y+r y+ky=q(t)

11.1 EinfGhrung

Unter einer linearen Differenzialgleichung mit konstanten Koeffizienten verstehtman die
Gleichung

L y"=a,_,y"V+..+a y +a,y=q(x),

wobei a,,...,a,_,€Cund q: | — C gegeben.

Unter einer Losung versteht man eine n-mal differenzierbareFunktion y: | —C, die die
Bedingung (L) erfullt.

n heil3t dieOrdnung der Differenzialgleichung, q ist dielnhomogenitat.

Ferner heil3t die Differenzialgleichung
H) y"+a _,y" "+ .. +a,y +a,y=0
homogene Gleichung
Operatorschreibweise

1

P(x)=x"+a,_,; X" "+...+a, x+a, Polynom

Definiert man fur eine n-mal differenzierbare Funktion f:
P(D)f:=(D"+a, ,D""+..+a) f=Ff"+a, "'+ .. +a,f;
Beispiel: P (D)€ *=P (A) e'*;
D"e*=A"e"Y, AeR
D" = n-fache Ableitung

Bemerkung Es gilt P, (D) (P,(D) f)=(P,P,)(D) f =(P,P,)(D) f.

Beweis P(D)(y,—vy,)=0—-q=0;

Beweis P (D) y,=0(X);

P(D)y,=0;

P(D)(Yo— ¥Yu)=10(x)wobei(y= Yo+ ¥y);
Die Ermittlungaller L6sungen von (L) spaltet sich dabei in folgende Teilaufgaben:
1. Bestimme alle Lésungen von (H)

2. Bestimme wenigstens eine Losung, diartikulare Losung“ der (L)
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Bemerkung Die Gesamtheitler komplexerLdsungenvon (H) bildet einensog.Vektorraum L
uber C.

11.2 Eindeutigkeitssatz

Ein durch (L) beschriebener Vorgang involviert haufig noch die Vorgabe um n Anfangswerten:

Y (Xo) s Y (Xo) ooy YTV (Xp)
an einemX,€ | .

Beispiet n=2, x = Zeit, dannist Y (t,) Anfangswert, y' (t,) = ¥ (t,) Anfangsgeschwindigkeit,
unf (L) ist die Newton'sche Gleichung:

my"=F;

my=F;

Beweis
a) hier nur fiir denFall Y >0 reelle Allg. Falle sieheKonigsbergerf : =Y e © *wegen
f=e“*(Y'—=C Y)<0, d.h.f ist monotonfallend. Hat f in x, eineNullstelle = f <O fiir
X>X,=Y <0=>x=x,=Y =0,
g:=Y e =Y (x)=0 fir x<x,.

n-1
BeweisideeMan verwendet obiges Lemmamitt : = 3. [y* (x)] mit y*: = y¥ — y/,

(k)

k=0
Folgerung:
(i) Sind Y, Y,,---, Yy nlinearunabhangig&dsungervon (H), soist jedeweitereLosungy eine
Linearkombinationy=c¢; y; +...+¢C, y,mit ¢;,...,C,€C.

Bemerkung Geg: Y, , ..., Y,.

Das Y, heiRtlinear abhangig, wenn Yi = j;d,- yi; d;€C,
i#i
Beweis folgt aus dem Eindeutigkeitssatz und linearer Algebra.

(i) Der komplexeVektorraumL aller komplexerLdsungender homogenerDifferenzialgleichung
(H) hat die Dimension <n.
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11.3 Ein Fundamentalsystem fur die homogene Gleichung

Losungsansatz y (x)=¢"*.

1

DieserAnsatzlést (H) genaudann,wenn (A"+a,_, A" '+...+a,A+a,) € =0, d.h.wenn
n-1

A Nullstelle des Polynoms (x)=x"+a, ;X" +...+a, X+a,.

P heil3tcharakteristisches Polynom der DG
(Englisch: ODE (ordinary differential equation), PDE (partial differential equation))

Hat P(x) n verschiedendullstellen A, , A, , ..., A, sohatmanin &“* ... e“*nverschiedene
Lésungen von (H).

Im untenfolgendenSatzwird gezeigt,dasssie auchlinear unabhéngigind. Sie bilden dahereine
Basis des Raums aller Losungen von (H).

Fall mehrfacher Nullstellen: P hatdann< n Nullstellen,aberesgibt wiedern linear unabhangige
Losungen,da man jeder k-fachen Nullstelle A neben &' *weitere (k - 1) linear unabhangige
Ldsungen zuordnen kann.

Heuristische Herleitung: (griech. heuristische Betrachtung = Plausibilitdtsbetrachtung)
Beispielsweise-facheNullstelle, wir betrachterdieseals GrenzlagebenachbarteNullstellen A
und A A .

P(X)

AA#0: & *und g**2Vx:

b aaxs AAX L
auch die Linearkombinatiore” **V* — g** 21 A
Ax AA anto X6
Bei mehrfachen Nullstellen sind die Faktoren e'*, xée'*, ..., x* ' &' *auch Losung der

Differenzialgleichung (H).

Satz 2 (Fundamentalsystem)
Sei P das charakteristischesolynom der Gleichung (H). Seien A;, ... A, die
verscheidenemullstellen von P und K, , ..., k; derenjeweilige Vielfachheiten.
Dann hat (H) folgende n linear unabhéangige Losungen:

X r A, X

Zu A, die k, Losungere™* , x "%, ... x &
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Zu A, die k, Losungeng**, x "%, ... x<""leh*

Jede L6sung von (H) ist eine Linearkombination dieser n Losungen.
Folgerung Die Gleichung(H) besitztzu beliebiggegebeneAnfangswerten(«, , ... , «
bei X, genau eine Losungy mit y*' (x,)=«,, k=0,...,n—1.

Beispiet y* -3 y®+3y" —y =0;

charakteristisches Polynomi' —3A°+3A°—A=a-(A—-1)°=0;
Nullstellen: 0 ist einfache, 1 ist dreifache Nullstelle;
Fundamentalsysteme® =1, e, x €, x> &

Beispiet Uberdampfte Schwingung

y+6y+9y=0
Auslenkung y(t)
: y(t=0)=0
Anfangsbedlngung.y< t=0)=1
A’+6A+9=0

Charakteristisches Polynona: )
A+3)°=0=A=—3 doppelte Nullstelle

Fundamentalsystemg ' te 3

y=c,e ‘+c,te ™

y(0)=0=c¢,
y=—3c, e *+c,e > (1-3t)
y(0)=1=—-3c +c,= c,=1= y(t)=te ™

Reelle Lésungen Seien die Koeffizienten der Differentialgleichung
P(D)y=q reell: a,...,a, ;€R

Lemma: Sowohl der Realteilu als auchder Imaginarteilv einer komplexenLdsung
z=u+ivder Gleichung (H) sind Lésungen von (H).

Beweis Losung z.2"'=u™®'+iv* impliziert P(D)z=0

[u(”)+a ,1u("‘1)+...+aou]+i[v(“)+an,lv‘"_”+...+aov]=0

Die Summen in der [...] sind reelle Funktionen, folglich Null.
Beispiet y" —2y'+5y=0

2 _
Charakteristisches Polynoni: _ii;s_}\o —1-9i
1= » A= LT

Komplexes Fundamentalsystergi?/x =~ gt=2)x

Reelles Fundamentalsystergicos2x, €*sin2x

Re e®*=cos2x [€”*=c0s2x+isin2x]
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X 2iX

Re (€e™)=¢€"cos2x

Mogliche Fundamentalsysteme:
Rey, Imy,

Re y, Imy,

Yityz, Yi-y2

11.4 Berechnung einer partikularen Losung bei speziellen Inhomegenitaten
P(D)y=q

Beweis Durch Induktion. Hier nur m=0.
Betrachten flr beliebiges k-mal differenzierbares f ur@C
Ax d
(D—=A)(fe) D—d—X
=f e"+afe-afe = e
(D—A)k( f eAX)=f(k)e)\x (*)
Nun gilt fir ein Polynom P(x) mit k-facher Nullstelle ax=p :
P(x)=Q(x)(x—u)* Q(u)#0
Daher gilt auchP(D)=Q(D)(D —pu)*
Daher folgt P(D)(x“€*)=Q(D)(D —pu)*(x*e"*) (wegen (*) = k! &'

~Q(D)(Ke”) =K QUu)e"=P" () =P () =S E |y

Beispiet y" —y'=¢€" q(x)=¢€
P(A)=A°-A=A(A"-1)=0

A,=0, A,=1, A,=—1

Hierm=0, y=1,k=1daP(u=1)=0

d.hu ist einfache Nullstelle von P
1
P'(1)
Beispiet y" —y'=q=x* (&%)
m=2, u=0, k=1 da P(0)=0.
P(A)=0 bei A=0,1,—1

Ansatz der Losung:

y= te P(A)=3A%-1; P'(A=1)=2; y=%xex

y=(czx2+clx+co) Xt ()
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q(x)=(by+b,x+...+b_x")&*=x
= b,=0,b,=0,b,=1, =0
P(A)=A%-A

(**) Einsetzen in DG:

y" —y' =6¢,—3C,X°—2¢, X~ Cy=X"

Koeffizientenvergleich 6c¢,—c,=0; 2c¢,=0; —3c,=1= cz=—1, c,=0, ¢,=-2

3

Erganzung (Superposition). Die Inhomogenitat  sei eine Summe
g=¢,0;,+¢,q,+...+¢. g, ¢ €C

Seien Y, Y, ...} der Reihe nachLésungender inhomogenerDifferentialgleichung P(D ) y=q,
fur k=1,2,3,...,r. Dann ist die Linearkombinatioy=cC, ¥, +...+C, Y, eine Losung von P(D)y=q.

Beispiet y" —y' =3x‘+5e>
1. y"—y =3¢
2.y

y = Lésung von (1) + 5 mal Lésung von 2

_ yl :e3X

11.6 Stammfunktionen: Berechnung partikularer Lésungen durch Variation der
Konstanten

BeliebigestetigelInhomogenitatenDie Losungenkdnne zurickgefuhriwerdenauf dasLdsenvon
DG elementarster Art, namligh=g(x). Die Losungen solcher DG heisstammfunktionen

Definition: Unter einer Stammfunktion zu einer Funktion f:1 —C auf einem
Intervall | versteht man eine FunktioR: | - C so dass
(i) F ist stetig
(i) F ist differenzierbarausserhalbeiner héchstensabzahlbaren,Ausnahme*-
Menge Acl und es giltF' (x)=f(x) ¥ xel\A

Beispiet
f F
1

@ m Xa+1

% In |x|

e" e
sinx —cosx 1
COSX sinx

1
1o arctgx

http://www.skriptweb.de



11.6 Stammfunktionen: Berechnung partikularer Lésungen durch Variation der Konstanten Seite73/124

£ F

1
Vx*—1

Beispiel mit AusnahmemengeA=2

arcoshx in (1,)

f(x):= 1 falls n<x<n+1 mit geradenn
—1 sonst

= F(x):= x—n falls n<x<n+1 mit geraden n
n+1—x falls n<x<n+1 mit ungeradenn

A A

7 v

2 3 * 2 -1 1 2 3

Folgerungen

1) Sind F, G Stammfunktionen zu f, g aF + bG ist Stammfunktion zu af + Hg , be C) .
2) Mit F ist auch F + const eine Stammfunktion zu f (Ableitung der Konstante ist 0).
3)Sind F,, F,: | - € Stammfunktionen zuf : | - C,soist F, — F,=const

Einschub:

Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem (2x2):
a; X; +a, X, =b;

Ay X+ 8y X, =D,
fur X, , X, € C gesucht:

b
G a“) Xl) = 1) (Lésen: siehe obige Gleichung, gliedweises Multiplizieren)
a21 a22 X2 b2

Zahl der Spalten der Matrix a = Zahl der Zeilen des Vektors x = Zahl der Unbekannten
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Bemerkung Fr beliebigesc, , C,, ..., c,€ENist ¢, y, +C, ¥, +... + C, Y, eineLosungder
homogenenDGL. Wenn man diese Konstanten ¢, durch geeignete Funktionen
U,, ..., U, ersetzterhalt maneine partikulare Losung.Daher nenntman die Methode
Variation der Konstanten

Beispiet y" +y= oS

) y" + y=0; charakteristisches Polynom?” + 1 =0= A = =i
homogene Losungy =€ *, €' *; y=sin x, cosx (Linearkombination!)

ii) Losung des Gleichungssystems:

0
( YoV, ) (ul) N
Yi' Y u; COS X

sin x u; +cosx u,=0

, 1
cosx u;, —sinx u, =
COSX
Lésung: u, =1, u,=—tanx

Stammfunktion:
U,=x; U,=In |cosx|
= Y, (X)=xsin x + (In |cosx|) cosx

12. Integralrechnung

12.1 Treppenfunktionen und ihre Integration

Definition: ¢ : [a, b] = € heiRt Treppenfunktion, wenn 3 Punkte X, , ... , X, mit
a=X,<X<X<..<X,=b, (a,beR): ¢ist in jedem offenen
Teilintervall (X, _,, X, ) konstant.

Die Funktionswertan denTeilpunkten X, , ... , X, unterliegerkeiner EinschrankungEine Menge
Z von Punkten X, , ... , X, wie angegebemenntmaneine Zerlegung von [a, b]. Den Vektorraum
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der Treppenfunktion auf [a, b] bezeichnen wir mit T[a, b].

Definition: Hat ¢ : [a, b] — Cim Teilintervall (X, _, , X,) denkonstanterWert ¢, SO
definiert man dasntegral einer Treppenfunktion :

b n
fd)(X)dX::ZCkAXk (A X1 =X =X _y)
a k=1

kal Xk kal t Xk

Beweis Eine weitereZerlegungentstehtdurch EinfuhrungzusatzlichefTeilungspunkteFugenwir
z.B. t zwischenX, _, und X, ein, so ist der Summand zu ersetzen durch:
Ce (X = X_1) 2 G (t= X 1) + G (X — 1) = C (X — X _)

Beweis Es gibt eine Zerlegungvon [a, b] derart, dasssowohl ¢ als auch y auf den offenen
Teilintervallen konstant sind. Die Behauptungen sind dann einfache Aussagen tiber Summen.

12.2 Regelfunktionen und ihre Integration tber kompakte Intervalle

Definition: Sei | < R ein offenesoder geschlossenelntervall (a,b) oder [a, b] oder
(a,b] usw. Eine Funktionf : | — C hei3tRegelfunktion auf I, wenn
(i) f hat sowohl einen linksseitigen als auch einen rechtsseitigenGrenzwert
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V xe(a,b)
(ii) im Falle a € | hatf in aeinenrechtsseitigendim Falle b € | hatf in b einen
linksseitigen Grenzwert.

Bemerkung Man bezeichnet der€ -Vektorraum aller Regelfunktionen auf | mit R(l).
Beispiet
1) Jede stetige Funktiorf : | — C ist eine Regelfunktion
2) Jede monotone Funktiog : | — C ist eine Regelfunktion

Gleichwertig formuliert: f :[a, b] — Cist genau dann Regelfunktion, wenn 3 Folge von
Treppenfunktiong,auf [a,b] ¢ [|[f —¢,|| = O0fir n - .

A

S e

>

Bemerkung Geometrischhedeutet||f — ¢|| < e : Der Graph ¢ verlauftin einem e -Streifen
um den Graphen f:

Beweis
1) fist Regelfunktion— fist durch ¢ € -approximierbar. Durch Intervallschachtelung.
2) Seif € -approximierbar = Beweisder ExistenzdesrechtsseitigerGrenzwertesn einem

beliebigenx, €[ a, b ): Zu e > 0wéahlenwir eineTreppenfunktiong mit || — ¢ || s% . Sei

weiter (X, , t) ein Intervall,aufdem ¢ konstantsei. Fiir beliebige x , y€ (X, , t) = Umgebung
von X, gilt dann:
f ()= fF(yl<]f(x)—¢ (X)I+‘¢ ((y))— fy)=<e

=¢ (x

Nach dem Cauchy'scheiKonvergenzkriterium(Kapitel 7.8) besitztf somit einenrechtsseitigen
Grenzwert.
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Folgerung JedeRegelfunktion f : I — € ist mit Ausnahmehochstensabzahlbarvieler Stellen
stetig. Insbesondere gilt das fir jede monotone Funkgonl — R .

Beweisskizze Folgt daraus, dass jede Treppenfunktion ¢, hochstens endlich viele
Unstetigkeitsstellen hat.

Definition (Integration einer Regelfunktion): Sei f : [a, b] — € eine Regelfunktion

mittels einer Folge (®,) von Treppenfunktionerauf [a,b] mit ||[f —@,| — Ofiir
b

n—>oosetztmanff )d x: —|Imf(pn )d x.

a N-owo g

Zur Rechtfertigung dieser Definition muss man zeigen:
a) Der Limes existiert.

b
Bemerkung f ¢, d xbildet eine Cauchy-Folge

b) Der Limes héngt nicht von der Wahl der Approximationsfolge ab

Folgerung: Das Integralist insbesonderdlir jede stetigesowie fur jede monotoneFunktion auf
1 xe@
0 x¢Q

[a, b] definiert. Dagegen ist furf : [0, 1] — R mit f (X): ={ das Integral nicht erklart.

Beweisidee Treppenfunktion

Beweisidee Offenbar richtig fur Treppenfunktionen

Zusatz-Definition: Damlt (*) auch bei belleblger Lage der Punkte a, b, ¢ gelten,

definiert manff )d x : =0und ff —ff )d x,falls b<a.

http://www.skriptweb.de



12.2 Regelfunktionen und ihre Integration tber kompakte Intervalle Seite78/124

2
a x| B b
X,
Beweis Sei [«, Bl =[a, b] mit f (x) >% f (x,) flr X€ |, B.
1 b
¢ = Ef(XO) X€|a, B] J‘f J' —a)f();0)>0.
0 N = [a’ b] [O( B] a Monotonle a
Mittelwertsatz:
Bemerkung Fur beliebige komplexe Regelfunktlon% f(x)dx <|b—al|f]

Stetige, reelle Funktionerg €[a , b] ; ff Jdx=|b—a|-f (

Geometrisch:

f(€)

Bemerkung Insbesondere g 1. p nennt marGewichtsfunktion
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Beweis Siehe Konigsberger

12.3 Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung

Beweisskizze
(i) Man kann zeigen,dassF auf jedemkompaktenTeilintervall K < | Lipschitzstetigist, daraus

folgt dann: IF (X)i::: %) (Xo)| <€ = F (xg)=f ()

(i) FUr F gilt destrivial. JedeweitereStammfunktiornvonf, ¢ , mussdieForm & =F +c,ceC
haben Diesfolgt ausdem Schrankensat@apitel 9.4. ¢ ' = F' < Differenz konstant).Daher

ff Jdt=F (b)—F (a)=® (b)—® (a).

Bemerkung |: Der erste Teil des Satzeszeigt, dassjede Regelfunktioneine Stammfunktion
besitztund es gibt eine solchein GestalteinesIntegrals mit variabler oberer Grenzebei
beliebigfixierter unterer Grenze.

Bemerkungll : Haufig gehortdie Stammfunktiorzu einer ,anderen” Funktionsklassels der
Integrand, z.B.ist f = % eine rationale Funktion, aber F = In |x| nicht. Gelegentlich

erweltertdle Bildung einer StammfunktiomlenVorrat bereitsbekannter~unktionenz.B.

; hat keine elementare Stammfunktion.

Definition: Ist F eine Stammfunktionzur Regelfunktionf, sonenntmandie Gesamtheit
der Funktionen F + ¢, c € C dasunbestimmte Integral zu f und schreibtdaftr

f f (x)d x. Dieses Symbol wird aber auch zur Bezeichnungirgend einer
konkreten Stammfunktion benutzt.

Beispiele

1) [x*d x=aJ1r1xa“+c (a#1l,xeR,)

fldx=ln IX|
X
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2) fe dx- e” (c#0)

3) fcosxdx=sinx
fsinxd X = —COSX

=0 fur ke Zz\{0]

21
ikx l 2k i 0
Aus 2) folgt z.B.: | € dx=— (¢ —&) =
) folg '!)‘ |k< ) {=2T( fur k=0

Bemerkung 3. Die Ableitung einer differenzierbaren Funktion u: | — C muss keine
Regelfunktion sein.

f(x) = xzsin% x#0

0 x=0

L g1y

f (x)=2xsin£—cos£f[]r X#0.
X X

Fur h—0ist f (h)=hsin % . Besitzt keinenGrenzwert!Und zwar wederrechtsseitigemoch

einenlinksseitigenf' ist alsokeineRegelfunktionauf IR . Daherist die Stammfunktiorf zu f' nicht
durch eine Integration nach dem Hauptsatz zu gewinnen. Dagegen gilt fur ein stetig

differenzierbaresu : | — C wegendem 2. Teil des Hauptsatzes: f u'(t)dt=u(x)—u(a)
fu'(x)dx=u(x).

Integrationsregeln

Mit dem Hauptsatzlassensich die Produktregelund die Kettenregelder Differenzialrechnungn
Integrationsregeln umsetzen. Formulieren Regelstiiig differenzierbare Funktionen

1. Partielle Integration
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Fur stetig differenzierbareu, v: | — C gilt: _f uvidx=uv-— f u' vd x, insbesondere
b

b
fuv'dx=uv\2—fu'vdx (a,bel)

a
Beweis (uv)'=u'v+uVv; uv =(uv)' —uv
Beispiel I Sei a# —1

a+1l a+1l a+1l

X 1 a+1 1 X X
x*-In xdx=—1Inx— Xt =dx= Inx — —>— -
f a+l a+1f X a+1l (a+1)7"

Beispiel 2

Bei Integralender Gestalt fx“ e€dx, fx“ cosx d X, fx” sinxdx nelN kann der
Exponent durch partielle Integration erniedrigt werden:

I, =fx” edx=x" ex—fu X"tedx=x"e-nl_ _,

rekursiv bis aufl , = f €dx=¢

Beispiel 3
Integrale der Funktionero< x , sin xfur k=2,3,...:
[ cod xdx=[cod " xcosxdx=cod " xsinx+(k—-1)[cod *xsinxsinxdx=

=V

=cod ' xsinx+(k—1) [ (1-co¢ x)cos ?xd x;
= fcoé‘xdx=%co§‘1xsinx+%fco§f‘2xdx

2. Substitutionsregel

f : | — C seistetigund besitzeeine Stammfunktion F : | — C . Weiterssei t: [a, b] - R
stetig differenzierbamit t ([a, b]) | . Dannist F o t eine Stammfunktionzu (f o t) t' und
es gilt:

t (b)

}f(t(x))t'(x)dx= [ f(t)dt

t(a)

Beweis Erste Behauptungolgt ausder Kettenregel.Die zweite Behauptungolgt ausdem
Hauptsatz. Nach diesem haben beide Seiten den Wétt(a)) — F (t (b)) .

Bbeispiel I

t(b)

ff(x+c)dx=f f(t)dt(mit t:=x+c;t =1)

t(a)
Bbeispiel 2 Sei c;&ch
ff(c-x)dx=%ff(t)dt(mit t:=cx,t =c)

Beispiel 3

jtt'(<:(‘)>dx=|n It (x)] (mit £ (t)=

Beispiel 4
d x X+b . 1

- Sej 2: Setzel (X):
ax’+bx+c i c> b*: Setzet (X) Ve —b? Ve —b?
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1
1 3 1 P 1 t(m
Cr2bX+C (X+bP+(c—b) (X+b? . Vo_b2 t(x)+
—+1
c—b
Somit: f afCtng da arctg die Stammfunktionvon
X+2bx+C o2 Ve—b?’ ? 1+t?
ist.
Beispiel 5
Fall c=D?
J‘dX ZJ'dX _ 1
X*+bx+c ° (x+b? (x+b)
Beispiel 6
c<b’
Schreiben wiederx’ +2 b x + ¢ =(x + b)* + (¢ — b*) und setzend ; = yb? - c:
1 B 1 1 1 1
x2+2bx+c_<x+b)2—d“522d{x+b d x+b+d

| 1 dye L |xrb—VP—c

xX’+2bx+c _2\/b2—c ‘x+b+¢bz—c

12.4 Anwendung: Kreissegment
A

N |-
T

-

[V1-xd x=%{x V1— X% +arcsinx]  auf[-1, 1]

Kreis: ¢° =1 —£°
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1
F=y-g+2[V1-t°dt=¢ \/1—§2+(t \/1—t2+arcsint)‘;=
£
=f J1-£8*+arcsinl—& Y1 —£°— arcsing =%— arcsing = arccost = F

12.5 Integration elementarer Funktionen

I. Integration rationaler Funktionen

Satz Jede rationale Funktion mit reellen Koeffizienten kann mittels rationaler
Funktionen sowie des Logarithmus und des Arctangens integriert werden.

Beweis SeiR einesolcherationaleFunktion.Wegender Eindeutigkeitder PBZ (4.3) und wegen
R (z) = R (Z) treten nichtreelle Nullstellen nur in Paaren konjugierter Nullstellen auf.
Sei z.B. @ komplexe Nullstelle, dann ist auci Nullstelle.
(X—ax)(x—&)=X"—a R («)- X+ &
R ist also die Summe eines Polynoms sowie von Briichen der Form:

1
(Bl)mmit a, A Rund keIN
A a .
(B,) ot — mit a, A€C,ag¢R,keN
(x—a) (x—a)

Integration der Briche in beiden Fallen fur k> 1wird bewerkstelligt durch
~[‘dx 1 1

(x—aFf 1-K(x—a) "
Fall k=1und Typ(B) —» In (x —a)

Fall k=1und Typ (B):

A Bx+C
+ =\ 2
(x—a) (x—a) x*+2bx+c

und ¢ > b?

i . __X+b t 1
Substitiution von Beispiel 41 : = > fuhrt auf Integrale der Art bzw. —
vc—Db t°+1 t°+1

II. Integration durch Zurtickfuhren auf die Integration rationaler Funktionen

Integral Substitution Fahrt Integral zurtick auf
fR(x,\”/ax+b)dx t=Vax+b fR(tn_b t)ﬂtnldt
a ' Ja

[R(e)dx } t=¢ fR(t)%dt

| R(coshx, sinh x)

[ R(cosx,sinx)d x t—tan 2 COS(pzl_tz,Sin(p 2t
2 1+t

fR(x, Vax?+bx+c)dx
(b? # x)
Nach quadratischer Erganzung 3 Grundtypen:
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Integral Substitution Fuhrt Integral zurtick auf

[R(t,VE+1)dt t=sinhu V2 +1 = coshu

dt=coshudu

[R(t,VE-1)dt t=+coshu Vt* —1=sinhu

dt=xsinhudu

[R(t,V1-t?)dt t = +cosu Vi—t?=sinu

dt=Fsinudu

. Elliptische und andere nichtelementare Integrale

Untereinemelliptischen Integral verstehtmanein Integralder Gestalt j R (x , \/5) d x, wobei

R (X, y) einerationaleFunktionvon x undy ist undP ein reellesPolynom3. oder4. Gradesohne
mehrfache Nullstellen ist.

Elliptische Integrale sind in der Regel keine elementaren Funktionen.

Man kann diese elliptischen Integrale auf gewisse Grundtypen zurtckfihren, fir die es
Reihendarstellungen gibt (Abramowitz).

Beispiet elliptisches Integral 1. Gattung

(2]
1
O<k<l1lF(p,k)= dg
{ V1-Ksin®g
Name ruhrt von der Berechnung der Bogenlangen der Ellipse her.
sin ax (ax)®  (ax)’ . _
=ax — ——— + —— +... “Integralsinus
== 33 55 J
_f & dx=1In x + -2 4 (ax)° + ... “Integralexponentialfunktion”
X 1-11 2.2
fﬁ =InInx+Inx+ (In x) + (In x) + ... “Integrallogarithmus*
In x 2-2! 3-31

12.6 Integration normalkonvergenter Reihen
Berechnung bestimmter Integrale oft durch geeignete Reihenentwicklungen mdglich.

d.h. Summe und Integral sind vertauschbar.

Beweis Folgt aus Approximationssatz. s. KB.
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7
Beispiet Vollstandige elliptische Integral 1. Gattung (k):=F (E k) = dx
2 { V1 —K®sin® x
Kap 6.4: (Klausur 1)(1 + z)°= Z( )
—_ - i(—l)n _71 K2 sin® X =1+ = K2 sin® + =5 K sin® x +
1-K'sinx K=o o 2 2-4

Die Reihe der Norm besitzt fiik € [0, %] die konvergente Majorante, n°" wegen k<1
n=0

Es folgt: k(k)=%[1+(%)2n +(; 2) k* ]

12.7 Riemannsche Summen

Definition: Geg.sei f: [a,b] = C. Weiter sein Z eine Zerlegungvon [a,b] mit den

Teilungspunkterxo, ..., X, und &, € [Xk,1 , Xk] beliebig gewahlteStellen.Dann

heisst Z f (&) AXx, (AXx —Xx.,) Riemannsche Summe fur f bzgl. der

Zerlegung Z und der ,Stitzstellerg, ..., &, .

Definition: UnterderFeinheit einer Zerlegung verstehtmandasMaximum derLangen
der Teilintervalle[X, _;, %] .

Beweis Hier nur fur Treppenfunktionen.f =@ . Ist ¢ = const, so gilt die Behauptungfir

§|lb—al. Ist ¢ nicht konstant und besitzt es m Sprungstellen, so setzen wir
&

POl ) = Tl
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A

Z sei eine beliebige Zerlegung von [a,b] der Feinheitp

k=1

ki,l(P(Ek)AxkJI(PdX=i|:(P(§k)AXk f (de]

k 1

Enthalt ¢ keine Sprungstelle inx, — 1, X, | so ist f o dx=0p (£,)A X,

kal

<2]lo) 4 %, <2]o] -

Enthélt @ eine Sprungstelle so i%tp (E,) A X, — f @ dx o

Xkl

Da hochstens 2m Sprungstellen im Intervall [x,_,, X | enthalten sein koénnen,
&
<—-2m=
<5 £
A
0]

i >
Xy -1 X X

Folgerungist z;, z,, ... eineFolgevon Zerlegungeresintervalls[a,b] derenFeinheitergegenNull
gehenund ist S, eine riemannscheSummefir die Regelfunktionf zur Zerlegungz,, so gilt

lim S, = [ f (x) dx

n— oo a

12.8 Integration Uber nicht kompakte Intervalle, uneigentliche Integrale
Bisher nur [a,b]

Definition (Uneigentlichesintegral): Seif eineRegelunktiorauf einemintervall | mit
Randpunkten a,b , wobeto <a<b<w.
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b

1.Ist | = [a,b) mit a€ R, so definiert man f f(x)dx:=Iim f f (x) dxvorausgesetztder
a BTb 3

b
Grenzwertexistiert.In demFall heisstdasuneigentlichdntgral f f (x) dxkonvergenundder

a

Grenzwert dessen Wert.

2. 2. Analog firr I = (a,b] mitbe R

b c
3. Ist | = (a,b), so definiert man f f(x)dx: zf f(x) dx+f f (x) dxfalls fur ein cel - und

damit fiir jedesc € | - die beiden rechts stehenden uneigentlichen Integrale konvergieren.

Bemerkung Falls a,be R, stimmt die Definiton des uneigentlichenintegrals mit der

bisherigenDefinition desIntegrals Giber Regelfunktioneriberein,da dies stetigvon den
Grenzen abhéangt.

Beispiet

rdx 1
1) f NG existiert genau dann, wenns > 1, WertS:—
) —

1 1-s
. X 1- s#1

Beweis f;= s—l< £

! InB s=1
. 1 s 1
lim — (1- =—
Bﬂs—l( B s—1
limIn B=w

B—

1
— < _
2) J‘ wenn x<1, Wert 1

Beweis umgekehrt.

¢ odx
3 =
) _L1+X2

Beweis: c=0

o0

¢ dx ™
{ ;=arctgp o -

0
dx ™
f = —arctg « - >

4 — 0
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o0

K x 1
4) [ € dx=1fir k>0
0

B 1 1
Beweis: fekxdx=—(1—ekﬁ)=g;
0

-0

B

k

Beweis KB
Beispiet Eulersche Gamma-Intgral

r(s):=[x"*e*dx (s>0)
0
Behauptung 3

1
Beweis In (0,1] Mayorantef (x): =x* ' [ x*~* dxexistiert.
0

In [ 1,0 ) hat man als Vergleichsfunktio&(x) —e?
Esgqilt: I'(s+1)=s I (s)fir beliebiges s>0
r(iy=1

I'(s)=(s—1)!fur s€N

http://www.skriptweb.de



12.9 Die eulersche Summenformel: Die Trapezregel Seite89/124

12.9 Die eulersche Summenformel: Die Trapezregel

I

Beweis durch partielle Integration
Trapezreget f :[a, b] — R seieine C?-Funktion.Fir einedquidistanteTeilungvon [a, b]in

n Teilintervalle der Langeh = — a setze man
T(h):=h<%+f(a+h)+f(a+2h)+...+f(b—h)+%).

: b—a
Danngilt: [ f(t)dt=T (h)- o h?f (1) T€la,b].
Geometrische Deutung:

A
>
-1 0 1 2

Beweis Mittelwertsatz: Konigsberger.
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13. Geometrie differenzierbarer Kurven

13. 1 Parameterisierte Kurven

Definition: Eineparameterisierte Kurveim R" ist eine Abbildung

y: I ->R"
t= (X (1), oy X, (1))
eineslintervallsl auf einenVektor, desserKkomponentenx, ..., X,: | — R stetig

sind. y heil3t differenzierbar (stetig differenzierbar), wenn alle X;
differenzierbar (stetig differenzierbar) sind.

Das Bild y (1) hei3t dieSpur von y .

Statt parameterisierter Kurve sagen wir auch Kueve.

Beispiel 1:

o (t)=(cost,sint) tel0,2n];

B (t)=(cost,—sint)" tel0,2n];

« und B definieren verschiedeneKurven, aber mit derselben Spur (Einheitskreis,
[(x,y)e Rx* + y* = 1]).

o durchlauft Kreis immathematisch positiven Sinn = gegen Uhrzeigersinn

| Y
| | >
t1 t2
y (1)
y A y A
()
/\\a(o) > /\B(o)
\/ X \\ "X
8 %)

Beispiel 2: Schraubenlinie
y(t)=(rcost,rsint,ht) telR;
Spur={(x, vy, z)€ Rx*+ y* = r?) ;

2 1 heildt dieGanghthe
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v

2mh

Beispiel 3: Zykloide

X(t)=t—sint;
y(t)=1-—cost;

explizite Form: y in Abgangigkeit von x
parameterisierte Form: x in Abhangigkeit eines Parameters, y in Abhangigkeit eines Parameters

>

rollende Einheitsscheibe

Tangentialvektoren
Tagenterdefiniertmanals Grenzlagervon SekantenEin Vektor in Richtungder Sekantedurchdie
Punkte y (t) und y (t+h) ist

2y (th) =y (1) =

(% (t+h)=x (1) X, (t+h)=x, (O .
_ - . :

wobei wir komponentenweise den Limés— 0 bilden.

Definition: Ist y : | — R" differenzierbarsoheisseny : =(x, (t), ..., x, (t))" der
Tangentialvektor oderauchder Geschwindigkeitsvektorder Kurve y antund
Iyl = VX2 () +... + X2 (t) die Geschwindigkeit

t
im Fall y (t)#0heiRtferner T, (t): =y IIy( (1)” der Tangentialeinheitsvektor

ant.
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Beispiel:
y(t)=(t?-1,—t)" teR;
y (1) =y (-1);
y(1)=(2,2)";

y(=1)=(-2,2)";
Bemerkung: Die obige Norm hei3t Abstands- oder Betragsnorm.
(X)]=0,|X)|=0=%=0,%X€R"

Definition: Eine stetig differenzierbareKurve y : | — R" heiBtregular an t €|,
wenn y (t,) #0.
Sie heil3tregulér, wenn sie an allen Stellehe | regular ist.

Beispiel: y (t)=(t*,t)" teR istan t=0 irregular.Die Spurdieserkurve ist aberGerade

y=x. Dagegenhat die Neilsche Parabel t — (t*, t*)" bei t=0 eine Spitze und ist dort
irregular.

Definition: Der parameterisierte Graph einer C* -Funktion( C" ist der Vektorraum
dern-mal stetigdiffbarenFunktionen) f: J — R ist die Kurve y, : J — R* mit
yi(O):=(t, (1) teld.
lhre Tangentialvektoreny, (t): =(1, ' (t))" sind #(0,0)" W t und nicht
vertikal.

Man kanndie Spurjederebenerregularerkurve ohnevertikale Tangentdokal als Grapheiner C*
-Funktion auffassen.
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y
(-1 y (1)
y(t+h) t=+1
y () N =1

Beweis: x keineNullstelle auf |, daherwegenStetigkeiteinheitlichesVorzeichen.= x in | streng
monoton und stetig diffbare Umkehrfunktion

T:x(J)-1

x (t)
T(X)—>t

Fur tel qgilt

y () =(x(t), y(t) =(x(t), yo r(x (1))
=(x(t), f (x (1))
wobei f i =yo T

Die Ableitungen von f errechnen sich nach Kettenregel und der Ableitungsregel fir
Umkehrfunktionen:

P ()= §(7 (%)) 7" () = (1)

' (X)) =¥ (T (X)) T '2(X0)+ y(T(x))T";

XX =YX
L= LAY
T (X (1)) =t;
drdx _,_,.._1.
dx d X'
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Beispiel: Kurvendiskussion der Zykloideg
X(t)=t—sint;
y(t)=1—cost teR;

konkav konvex

f(x)="7

X(t)=1-cost aufl=(0, 2)

= Es gibt auf x(I) = (0, 2m) eine stetig differenzierbareFunktion f, deren Graph der
Zykloidenbogeny ((0, 2 m)) . f hat keine einfache Darstellung.

, _y(t)  sint
f (X)_X(t) ~ 1-—cost’

Xx(t)e (0,2m] fur te (0, ] wachst monoton an auf 0, 1t | .
Folgt, daB f auf[ 7, 2 ™ ) monoton fallt. Ferner

. yX— X -1
' (x)= . t)= <0;
(%) NG *) (1-cost)*

fist konkav (< f' <0 konkav /f" >0 konvex .
Definition: Fur a=(a, ..., a) €R" und b =(b, ..., b,)" €R" definierenwir das
b=(&

Standard- Skalarprodukt € R durch a ) =a, b +...+a,b,.

13.2 Bogenlange

Sei y:1 - R" eine stetige Kurve. Jede endliche Menge Z von Teilungspunkten
to, ti, .., €l mit ty<t,<...<t, definiert ein Sehnenpolygonmit den Ecken

y (to), ..., y (t,) und der Langes (Z ZHY t )|
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Y(ti+ )

y(ti_y)

Ensteht Z* aus Z durch Hinzunahme weiterer Teilungspunkte, sg(igf ) > s (Z) .

Definition: Eine stetigeKurve y : | — R" heiRtrektifizierbar , wenndie Mengeder
Langen aller einbeschriebenen Sehnenpolygone beschrankt ist.
Das Supremum dieser Langen heil3t gegebenenfallsidige von y .

S(y):=sgp8(2)

Mﬁ

Bemerkung: Die Formelfir s(y) ist plausibel: Bei Deutungvon ||y (t)||d t ist dasin d t
zurickgelegte Wegelemedts ; die Summe der Wegelemente ist der Gesamtweg.

(Im IR sind alle Normen aquivalent!)

Beispiel I Lange des Kreisbogens mit Radius r zum Winket
y(t)=(rcost,rsint) tel0, ¢|;

ly (D =Vr2sint+ricodt=r;

®
s=[rdt=rg;
0

Beispiel 2 Lange des Zykloidenbogens:
y(t)=(t—sint,1—-cost) te|0,2m];
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13.7 Kurven in Polarkoordinaten
(Anmerkung: Kapitelnumerierung kann evtl. nicht mehr mit der im Kénigsberger tbereinstimmen)

Bewegungeneines Punktesin der Ebene kdnnen durch Angabe des Polarradius r (t) und
Polarwinkels ¢ (t) beschrieben werden, d.h. durch eine Abbildung

t—(r(t), (1) tel

In kartesischen Koordinaten gilt
x(t)=r(t)cose (1);

= X=FCOSQp —Tr @SN ;
y(t)=r(t)sing (t);

= y=rsing+r ¢ cose ;

Iy (O =x*+ Y =r*+ 12 9%

B : .
s=[VrP @’ +r’dt;

Merkfigur :

A
sSin X r

(dsf=r"(de)+(dr);
ds=VrPp’+r’dt;

Flache:
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14. Elementar integrierbare Differentialgleichungen
14.1 Lineare Gleichungen (Wachstumsmodelle)

Bei einerzeitabhangigefPopulation y (t) ist die Anderungsrat I.A. eineFunktionder

y(t) (
t)
y
Zeit t und des Bestandes.

() 4y 2
y (t)=k(t, y(t))

Definition: Kenntmandie Funktionk und zu einemZeitpunktt, den Bestandy, , und
sucht man Funktionery: | — IR mit
y(t)=k(t, y(t)) y(t) aufintervallenum t, und mit y(to) = Yo , SO nenntman
dieses Problem ein Anfangswertproblem (AWP, englisch: Initial Value
Problem).
Man schreibt dafiir kurzy =k (t, y)-y, Y (t,) =V, .

Im einfachsten Fallk (t, y) =k € IR, hat das AWP
y=ky y(0)=y,

auf R genau die Losungy (t) =y, el

Definition: Unter einer linearen Differenzialgleichung 1. Ordnung versteht man
Gleichungen der Gestalt
y'=a(x) y+b(x) (1)
wobei a, b stetige Funktionen auf einem Intervall | sind.
Ferner heif3t
y'=a(x)y (1)
die zu (1) gehorighomogeneGleichung.

Wie im Fall konstanter Koeffizienten. gilt:

Mit einer partikularen”Ldsungy, von (1) erhaltmanjedeweitereL6sungy durch Addition einer
Lésung y der homogenen Gleichung.j1

Y=YoT ¥

I. Losungderhomogenertleichung:lst A(x) eine Stammfunktiornzu a(x) auf I, sobesitzt(1,) dort
genau die Lésungery=ce® ceC.

Beweis y eine Losung= (ye *)' =(y' —ay)e"=0;
- ye "=const= y=ce”.

Umgekehrt:y=ce”*=> y'=cae*=ay

g.ed

DG 1. Ordnung
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* ¥y =a(x)y+b(x)
a, b - stetige F. auf einem Intervadl , b: | - R (C)
() y=a(xy
Y=Yt Y,
y.=ce’
A - Stammfunktionvona A'=a
c - eine Konstante

Ansatz: y, =u e* u?
(ue)'=aue+b
ue+auet=aue+b

u' =b e * u- Stammfunktionb ¢ *

Folgerung:
y'=ay+b;

Y (Xo) = Yo &, b - stetig

Beispiet

V' =2XYy+X;
a(x)=2x,b(x)=x;
A(x)=x";

Stammfunktion zux e u= [ x €“d x = _7 e
_ -1
Y=t & =7

Gesamtheit aller Lésungery = _71 +ce& cec

Differentialgleichungen mit getrennten Variablen
AWP

(2)y' =9 (x)-h(x) Y(Xo)= Yo
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geC’(I) g:1 -R
hec®(U) h:U—-R
(Xo, Yo)EI XU

. _dy.

y_dX1

dy =g (x)dx

h

X

X)
y (x)
3) {%ﬁq(z)d:

Xo

Beweis von b)
Sei V < U ein offenes Intervall umy, so, dassh (n)#0fur neV.
Wir definieren die Funktionen
y
dn

H:VﬁR;H(W=fhmy

X

G:1-R; G(x)=[g(£)dE;

Xo

H' =% hat auf V einheitlichesVorzeichen.H ist daherstrengmonotonund besitzt eine stetig

differenzierbare UmkehrfunktioM ™ : =H (V) = V.
H (V) ist ein offenes Intervall unmH (y,) =0.

Sei dann J ein offenes Intervall in luixy mit G(J)cH (V).
Ein solches Intervall J existiert, da
() G(X,)=0 €H (V)
(i) G ist stetig
Auf J definieren wir nun
y:J—R y(x):=H (G (x))
y (x) erhalt man durch Auflésen der Gleichundg) (y) =G (x).
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Die Funktion y l6st in J das AWP (2) wegen
(i) H(Yo)=0=G(Xo) gilt y(Xs)= Yo
(i) Aus der IdentitatH (y (x)) =G (x) folgt durch Differenzierenh (y (x))™ y' (x) =g (x)

Beispiel

y =xy y(0)=y,;
g(x)=x h(y)=y;
Iz=U=R E:IR—»IR

a) Fur Y, =0 hat das AWP die Losungy =0

y X
b) VY, # 0 Auflésen der GleichungH (y) = f d—z = f EdE=G(x);
Yo n 0
“1,.1_ 1.
y Yo 2
2
y(x)==
2,
— =X
Yo
YVo<0 Xx€eR;
2 2
>O _\/:1 \/:
Yo ( Yo YO)
Beispiel 2

y'=a(x)y Y(X)=Y
Lineare homogene Differenzialgleichung 1. Ordnung

a) Fur Yy, =0 hat das AWP die Lésungy =0.

b) fir Y, #0
yd X
[ZL=fa(g)de:=A(x)
Yo n Xo

In2L=A

nyo (x)
y(x)=y=e""

genau wie friher.
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Schematisches Losungsverfahren
geC’(l) |
hec®(U)’

1. Schritt: Samtliche Nullstellen n € U von h bestimmen.
y (x) = n ist jeweils partikulare Losung

fur y'=g(x)h(y)

2. Schritt: Trennung der Variablen

1 J—
Wd y=g(x)dx h(y)#0

3. Schritt: Jede Seite unbestimmt integrieren

] . y ~ .

H =1d G(x):= x)d x
(y):=]J h(y) (x):=[g(x)

Die allgemeine implizite Losundd (y) -G (x)=C CeR
4. Schritt: AWP Y (X,) = ¥,

Falls h (y,) #0, ¢,: =H (y,) — G (x,) berechnen

http://www.skriptweb.de
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15. Lokale Approximation von Funktionen: Taylorpolynome und -reihen

15.1 Approximation durch Taylorpolynome
In Kapitel 9 lineare Approximation:
L(x)=f(a)+f (a)(x—a)

fur eine in a differenzierbare Funktion f.

DabeiistL (a)=f (a),L' (a)=1f (a),
und fur den FehleR = f — L qilt:
. R(x)
lim ——=c.
X —a X_a

Es sei f n-mal differenzierbar in a. Wir suchen ein Polynom T mit:
(1) T (a) = f (a) , T (a) =f (a) Y eee s T(n](a) = f(n)(a)

Die Koeffizienten a, , ... , &, eines solchen Polynoms eines Grades :

T(x)= Z a (x—a);

T (a) kzzlzl a,;

= ak=% f*(a) k=0,...,n;

Es gibt also genau ein Polynom T eines Grades mit (1), namlich:
T,f(x;a)="f (a)+%(x—a)+f"2—(la)(x—a)2+... + f(:(,a) (x—a)";

Definition: T, f (x; a) T, f (X) heiRtn-tes Taylorpolynom um fim Punkt a.

Definition: Der Graphvon T, f heiRtdie Schmiegparabeln-ten Gradesfir f an der
Stelle a
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Wichtig ist die Fehlerabschatzung. Wir setzBg,, (X):=f (x) =T, f (x; a).

Beweis Durch voIIstandige Induktion.

n=0:f( +ff' Jdt; jf' t="f(x)-f(a);

n — 1 — n: Nach Induktionsvoraussetzung i, (x) = 1 [x=tm M (t)dt.

Partielle Integration:f uv=uv-— f uv' =

(0~ T,, £ (=20 £ () v L [ix—tr 1" (1) dt=

+...3

Beweis Folgt aus Mittelwertsatz.

Beweis Mit (3) des Restes folgt:
Roea (X)=F () =T, () =Ry (x) == (x—a)" @ == (x—a)" -
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. 1 _ 1 (n) _g(n) ..
P00 = [0 =Ta 0] = 5 [17(8) — 17(a)] fur x#a, a<g <x.
Wegen der Stetigkeit vorf " folgt direkt:
limr (x)=0
Landau-Symbol o:
f(x)=0(f(x) fir x—a o lim ;EQ:O (g #0)

Dann (4) in der Form:
f(x)=T, f (x)+o((x—a)”) fir x - a.

Weiteres SymbolO (,von der Ordnung®):
f(x)=T, f(x)+0O ((x — a)““) fir x - a meint:

) (X
f(x)=0 X)) fur x - a < lim =1.
(x)=0 (g (x)) lim
Beispiet Die reelle Funktionf sei (n + 1)-mal stetig differenzierbarin einerUmgebungvon a. Ist
f(a)=...=f"(a)=0,jedoch f"*¥(a)#0, sohatfina:

(i) ein lokales Minimum, falls n ungerade unt"** (a) > 0
(ii) ein lokales Maximum, falls n ungerade urfd"** (a) <0
(iif) kein Extremum, falls n gerade ist:

f=0ATf <0

f=0ATf >0

15.2 Taylorreihen

Definition: Seidie Funktion f : | — € unendlichoft differenzierbarDie Potenzreihe

Tf(x;a):=i " (a)

Kl (x —a)“ heilt die Taylorreihe von f im Punkt
k=0 :

ael.
Konvergiert T f (x ; a)gegen f (x) V xeU,cl, sosagtman,f besitzein
U eineTaylorentwicklung mit a als Entwicklungspunkt .

k

Wird f in U, durch eine Potenzreihedargestellt, f (x) = Zak (x—a)", so ist diese die
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Taylorreihe von f in a.
Die Taylorreine T f (x ; a) kann fur x # adivergieren,und wenn sie konvergiert,muss der
Reihenwert nicht notwendid (x) sein.

_1
Beispiet Gegenf (x)={e* x>0
0 x=<0
. A
177
>
X

f ist unendlichoft differenzierbamundfir alle n gilt ™ (0) =0. Ihre Taylorreiheist im Nullpunkt
daher die Nullreihe und fux >0 ist T f (x; 0) # f (x).

1

X 1
Beweis f'(X)ze_Z,__.’f(n)<x)=pn<%>ex fir x>0 bzw. f (x),..., f"=0 fur
X
X <0 Es gilt aber:
1
: 1 . X n
lim iyzo‘y:; =>|ime—=0:> f<)(x) XjOO_
y-o € x-0 X"
Taylorreihe umx =1
© k
T(X;1)=Z(X 1) =i2¢0!

K=o k'e S

Definition: Eine Funktion f : | — € aufeinemintervall | heiRtanalytisch im Punkt
a < |, wenneseine Potenzreihanit einempositivenKonvergenzradiusind ein
6 > 0 gibt, so dass furx € | ; (a) gilt:

f(x)=2 a (x-al.

F hei3tanalytisch in I, wenn f in jedem Punkia € | analytisch ist.

Bemerkung Analytisch f : | - € = f ist eine C” -Funktion. Umkehr gilt nicht!
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15.4 Anwendung: Das Newton-Verfahren zur Nullstellenberechnung

Gesuchtsei eine Nullstelle der Funktion f (x), die in | differenzierbarsei. Sei € eine Nullstelle
undnehmenwir an,wir kenneneinenNaherungswertx, . Zur VerbesserungesNaherungswertes
X, verwenden wir die Linearisierundy: (X) = f (Xo) + ' (Xo) (X —X,) .

L ist eine Naherungfur f in einer Umgebungvon X,. Die Bedingung L (x) =0 liefert einen
f (%)
f (%)
Liegt Xx,im Definitionsbereichl von f undist f' (X;)# 0, so kann man darauseinen neuen
N&aherungswerix, berechnen:

(besseren) Schatzwert fur die Nullstebg = X, — sofern f' (x,) #0.

f(x)
Xo =X; — 57— usw.
LT ()
f(x
Entsprechend betrachten wir dilewton-Iteration (*) X, ., =X, — 7 ((xk)) k=0,1,2,...
k
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Beweis Konigsberger.

Definition: Sei f : [a, b] » R stetigundin (a,b) 2-mal differenzierbar Dannheif3tf
konvex, wenn f' >0 undkonkav, wenn f* <0. Fist streng konvex (konkav),
wenn das ,=" ausgeschlossen ist.
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16. Globale Approximation von Funktionen: Gleichmallige Konvergenz

16.1 GleichméafRige Konvergenz

Haben in Kap. 7 Funktionenfolgenbetrachtet, f,: D - C,n=1,2,..., und punktweise
Konvergenzeingefihrt.Die Folge ( f,) heiBtauf D punktweisekonvergentwenn ¥ x€ D die
Zahlenfolge (f,(x)) konvergiert. Durch f (X): zrl'f‘wfn (X) ist dann die Grenzfunktion

f: D — C definiert. Die Konvergenzgeschwindigkelizw. die Glite der Approximation von
f (x) durch f,(x) istaber von Punkt zu Punkt verschieden.

Definition : Eine Folgevon Funktionen f, : D — € heiRRtgleichmaRigkonvergent auf
D gegendie Funktion f: D - C, wennes Y ¢ >0 einenfir alle xeD
gemeinsamenindex N gibt, so dass |f,—f[,<¢ V¥ n>N, dh

Supremumsnorm
[fa=tle =

Anschaulich: Fiirn > N liegen alle Grapheny = f, (x) im & -Schlauch umy = f (x).

O fir n > .

v
v

Bemerkung Statt || f,— fHD <& kann man auch schreiberf, (x) — f (x)|<e V¥ x€D.
Gegenbeispiele

O0<x<1

1) f,(x)=x".Allef,stetig, aber’ =M T1 auf[0,1] unstetig; f (x) :{O 0=xs
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fA

1——

sin n x

2) f.(x):

Ey

foa

v

Es gilt: r!iinw fa(x)=F(x)=0_(f) konvergiert gleichméRig auR gegen 0.
f.' (x)=+ncosn x; ,!iinw fo" (X) = konvergiert nicht!

f(x)=0 # Ilmf>n"(x)

n— oo

16.2 Eigenschaften der Grenzfunktion
Zitieren hier einige Eigenschaften:

Bemerkung Der Beweisfolgt ausder TatsachedassRegelfunktioneso definiertsind, dasses
Folgenvon Treppenfunktioner(wn) gibt, die gleichmaliiggegenf konvergierenKapitel
12.2).
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16.3 Kriterium fur gleichmafige Konvergenz
Cauchy-Kriterium:Eine Folge von Funktionen f,: D — € konvergiertgenaudann