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6. Fortsetzung von Kapitel 6: Differenzialgleichungen
(2 y=A(X)y;y(x)eR"

Definition: Vektoren Y, (X) heiRen_ésungsbasigfiir jedesi eine Spalte)

Y (x):=(y, (X)), .., ¥p (X)) heilRt Fundamentalmatrix oder
Ubergangsmatrix.
Wahle (e, ..., e,) als die natirliche Basis. Dann heiRt Y (x) beziiglich dieser Basis die

normierte Losungsmatrix bezuglich X =X, .

Bemerkung: Ist Y (x) eine Fundamentalmatrixso ist Y (x)-Y™*(x,) die beziiglich X,
normierte Ubergangsmatrixs
Z(X)=Y (x)-Y 7 (X,) Z(X) -
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6. Fortsetzung von Kapitel 6: Differenzialgleichungen Seited/69

Beweis

1.)wird ebensobewiesenwie 1.) von Satz6.2: ExistenzaussageinmittelbareFolge von 2.5.
Eindeutigkeit wurde bereits in 6.2a bewiesen.
2.)Sei z die Losung mit z (X,) = z, . Definiere
u:=Y'x)z(x);=z=Yu+YUu =AY u+YU.
AuBBerdemygilt: Z27=Az+b=AY -u+b.Vergleich=Y u =b=
X

u=u,+ Y (t)b(t)dt.

Xo

Dabei ist u, ein konstanter Vektor
Z(x)=Y () u(x)=Y (x) ug+Y (x) [Y (t)b(t)dt.

U, ist so zu wahlen, dass z(x) die Anfangsbedingung z(X,) =z, erfiillt
= Uy =Y " (X,) 2.

Definition: Die Menge der Losungeneiner DGL zu beliebigenAnfangswerterheif3t
allgemeine L6sung

Beweis

1.)Sei y eine spezielle Losungvoly' = A y+b und u Losungvonu' =Au =
(y+u)'=y +u=Ay+b+Au=A(y+u)+b,
d.h. y +u ist Lésung des inhomogenen Systems.

2.)Z.z.: Alle Lésungenz des inhomogenen Systems lassen sichzats y + u schreiben.
u=(z—y)'=z2—-y=Az+b-Ay—-b=A(z-y)=Au,
d.h. u: =z -y eine Lésung des homogenen Systems.

Beispiet 1

= —— vy, +1
yl 1+X2 yl 1+X2 y2 1
y,= 1 Yy X Y.

R G IV

()o-(1)

Ldsungen des homogenen Systems
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6. Fortsetzung von Kapitel 6: Differenzialgleichungen Seite5/69

Losungsbasis; Losuny des inhomogenen Systems durch Variation der Konstanten.
y=0Cy (X) U+, (X) Uy;
= Y, =C (X) = C (X)X} ¥,=C (X)X +C,(X);
: X

y1=c‘1—c'2x—cz=1+xz[cl—czx]—1+X2[clx+cz]+1=—cz+1;
y'2=C'1X+C1+C'2=1+X2[C1_C2X]+1+X2[C1X+C2]=C1;

=

Cll_C'2X=1;

c,+c,=0;

c',= : ¢, =arctar x + Kk ;

1 1+X2 1 1

1 —X 1 2

Chr=——"—; C=—"=In(1+X")+K,;

2 1+X2 2 2 ( ) 2

6.4 Bemerkung Uber DGL-Systeme hdherer Ordnung

Gegeben:

©® y'=g(x,y, y, ...y
x€ R, g, y: VektorfunktionenR > D — R"

Definiere:
z,(X):=y(X),z:=Y,...,Z:=Y
Aus (6) entsteht

=12
Z',= 1z,
Zy =27
Z.=9(x,z,..., Z)
Sei

Zl n-k
z:=|: €R

Z,
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6.4 Bemerkung Uber DGL-Systeme hdherer Ordnung Seite6/69

Definition 6.8 Seien z, (X), ..., z, (X) im Intervall | : X, <X < X, definiert. Diese

Funktionen hei3en im linear unabhéngig, wenn aus
k

Y z(x)=0 Vxel,xeR

folgt:
x,=0,i=1,...,k
Beispiet
Z,:=X; Z,: =SinX;
Versuche:
VIRax+bsinx=0; a,beR
Wahle
x=m=>amn+0=0=a=0;
X=%=>a%+b=0$ b=_aén=0;

Beweis Y;,---, ¥ linear abhangig heif3t nach 6.8:
k

1 3 3V Dxy(x)=0

I=1,...,k & #0 x€l i=

http://www.skriptweb.de



6.4 Bemerkung Uber DGL-Systeme hdherer Ordnung Seite7/69

Glelchung giltfur allex =

(1) Zo‘iyi ZO‘ Yik 1)X =0
i=1

d.h. y;,..., ¥ linear abhang|g

= V W(x)=0

der;(ne:I @), (@Y=
o Yy (X) + o, Y, (X ) oy Y (x)=0

X ygkil)(x) +‘xk y(
lineares Gleichungssystem fiax, N|cht triviale Lésung nur firdet(...) =0.
Ist daher W (X,) #0 fur ein x,€ 1, kébnnen vy, , ..., Y, nicht linear abhéngigsein = Sie
sind linear unabhangig.
Umgekehrt: y; , ..., ¥, sind linear unabhangigs W (x)#0.

Beweis Trennen von Real- und Imaginarteil.

Beweis y(x)=:z(x)-v(x)=y"'=z"v+2V z'+2V";
y'=a,zv+a,(zv+2Vv'); z"=(a,z+a,z')v

2V'zZ'+zv'=a,zV;sei zv #0:

VIl Zl Zl

— . —_ ! + — _ = .
v a222,ln|v| K _f(a2 Zz)dx,
Bemerkungen:

1.)Dieses Verfahren funktioniert auch fir die inhomogene DGL
y'=a;(X) y+a,(X) y +a;(x),
wenn eine spezielle Losung zu der homogenen DGI=a, Y+ a, y' bekannt ist:
y=zv=>2zVv'+(2z' —a,z)V' =a,.

2.)Kommtin einer DGL 2. Ordnung y nicht vor, setztman p: = y' und erhalt eine
DGL 1. Ordnung (siehe 1.).

3.)Analog: DGL n-ter Ordnung, indery®’ ; k=0, 1, ..., | — 1 nicht vorkommt.
Setzep: = y"
Beispiel

vy +3x° y '—sinx;setzep: =y~
= p' +3x° p=sin x: lineare DGL 1. Ordnung.

http://www.skriptweb.de



6.4 Bemerkung Uber DGL-Systeme hdherer Ordnung Seite8/69

d
=b(x).
" y=Db(x)

Manchmal gelingt es, die linke Seite in ein Produkt zu zerlegen:

(bk (x) 3k7+ b, ;(x) 3::1 + ... +b0(x)) (cl (x)d|_+... +Co(x)>- y=Db(

+an71<x)

4.)A<1dnere Schreibweisng 1f[lr die lineare DGL n-ter Ord;ung:

d
T +...4+a,(x) H+ao(x)

Beispiel:

Xy —(xX*+2)y +2xy=f(x)e
((XS—X2>-<VS—X-X>5y=f(x).

Um die Faktorenzu bestimmenbetrachteman zuerstdie Koeffizientervon d"/d x"
undvony = 2 DGLen: linear, von 1. Ordnung.
Setze:

(9 _ d ,),_
Z'_(dx x>y=><xdx 2>Z—f(X)(l.)
2. mit der Lésungz von 1.) (d/d x —x) y = z.
Setzef (x):=6:

1) x z' —2 z=6; spezielle Lésung der inhomogenen Gleichung —3 .
allgemeine Losungz=K x*—~3; KeR

2)y - xy=z=K x*-3
Lésung nach 85h:

y=ex7<K1+f(K vV —3) e_%dv)

5)In derDGL F (y, V' ,..., y"”)=0 kommt x nicht vor. Filhre p(y):=y' als
neue Variable ein. Fallsy' # 0 existiert die Umkehrfunktiok =x (y) =
n_dp
Y =3 y p

( p ist Funktion vony!)
2 2
yr =40 p2+(d p) P

d y? dy

USW.
= Man erhalt eine um 1 erniedrigte Ordnung in der DGL fir= p(y).
Beispidl:

A S P dp _1p ,. _

y 27y 2y—0=>poIy 27y 2y=0
Ahnlichkeits-DGL: u:=p/y=dp/dy=u+yu;einsetzenin DGL=
p(u+ yU')—% - _2y-o0;

u’ y-ku'-u-yz—%u2 y—2y=0;
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6.4 Bemerkung Uber DGL-Systeme hdherer Ordnung Seite9/69

u 2
l: +_-
-2y uy’
trennbare DGL
du _rdy _
2/u—u/2_f y Tk
Fur u-y#0 und 2/u—u/2#0:Ist 2/u=u/2,dann u*=4;

2
U2=4=<l> . yeri2X+X0

u

y
ist Losung der DGL!
du _r2udu_ e |
“[2/u—u/2_f 4—u2_ In(4—u)=In y+Kk:
~ l r(
=k —
y 4_u2~ 4_p2/y21
4y —p’=ky;
p=+V4y —ky;
fdy __ = +x+X,=atanhV1—k/(4 y)

(Subsitutionz : =1/ y, Bronstein 127)
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7. Lineare DGL mit konstanten Koeffizienten

1) y (x)=A-y(x)+b(x)
A konstante(n, n) -Matrix; y(x)eR";

7.1 Ansatze fur die Lésung der homogenen DGL

7.1a Exponentialfunktion von Matrizen
Sei A eine (n, n)-Matrix.

A’ =1 (Einheitsmatrix)

Al=A

A=A-A"" reN

=YL ax xeRr

Diese Reihe konvergiert absolut und gleichméaRig fiir dllaund alle x , denn seiA= (A, ) und
M :=max|a |
i,k
= jedes ElementvomA" <n" " *M"; r>1.
Beweisdurch Induktion:
A® hat Elemente € M
A* wird mit Hilfe von A*~' abgeschétzt.
M M nkfz Mkfl r_]k72 Mkfl r]kfl Mk nkfl Mk
A <| : : : -1 :
M - M N2M< Y L g2kt NI ME . <t v
< ist komponentenweise zu verstehen

= Jeder Summand in der Reihe
i' A X

wird fnajorisiert durch Matrix mit Elementen
ri! n~*M".

(Konvergenz der Reihez 1/(r!) B" mit B€ R ist bekannt.)

Bemerkung: Gleichmé&Rige Konvergenz folgt hier aus der Konstanz der [...]
d A X A X
— = A
(2) I x e e

aullerdem:
(3) e* ®=¢""® falls [A,B]: =AB—B A=0 (also Multiplikation kommutativ)
Beweis

k s
Z% )S=ZZELAS”Bt=

- ool ti(s t)
Z; =Z—t|<sl t>'A 'B'— Z Z )AS_tBt

- o LL{S—1): sk+1tsk5't'
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;zzui Z% Z t) As- 1!

= " ° fur k > (2. Term)

51"|H

A wird majorisiertdurchMatrix M mit lautergleichenElementen >0, analog B durchMatrix

Term =
k 2k K
|
1 z S AR < 1 z S MU N
s=k+1S!t=s—kt'(S_t)‘ s=k+1S!t=sfk t'(S—t)‘
& 1 i s! s—t ppt sz: 1
< — M>™" N = M+N)—>O0flir k—ow
s St (s—t)! s=k+1 '( )
X, A

DGL y' (x)=A y(x)
(2) = Matrix Y (x): =e** ist Losung (sogar Fundamentalmatrix)
Y (0) =1 (Einheitsmatrix)

= Allgemeine L6sung des inhomogenen Problems (1):

@) z(x)=€e""z,+ [ Ub(t)dt

Beispielt
Yi=—Y.+1; y,=y,+2;
A=(9 1) A=
1 0
r r r r-1 .
A X X 2 X 2 : COSX —Sin X
e = —(-1)°-1+ — (-1 -A=cosx-1+sinx-A={ ", ,
r=gzerader! ( ) r=unzgerader- ( ) <S|n X COSX )

h. <C.OSX> und (—sm X) bilden Lésungsbasis des homogenen Problems.
sin x COS X

(4) = Lo6sung des inhomogenen Problems:
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7.1 Ansétze fur die Losung der homogenen DGL Seite12/69

z(x)=(C°SX —SinX)Z_ sin (X —x) +2cos(x —x) ), [ +sin x + 2 cosx
sinx cosx /] 7 \ —cos(x —x)+2sin(x—x) —COSX + 2 sin X

-~

- (—21)

7.1b Synchronlésungen

Dabei ist Y, ein konstanter Vektor.
y=Ay=>2a€e"y=A€e";
AYo=AYp;
(A=A-1) y,=0
= A ist Eigenwert vonA = l6se charakteristische Gleichurtdgt(A—-2A 1) =0,

Falls alle Eigenwerte A; von A verschiedersind, sind die zugehoérigenEigenvektoreninear
unabhangig.
ye €%, ..., yb € bilden Lésungsbasis> allgemeine Lésung:

G so, dass Anfangsbedingungen erflllt sind.
Bemerkung:
1)y =a, y+a,y+..+a ¥y (aeR)

2.)Falls ein EigenwertA komplex ist: Sat5.10.

7.1c Mehrfache Eigenwerte

Beweis Zu jederreellen (n, n) -Matrix A existierteineTransformationT mit: T™* AT ist die
Jordansche Normalformder Matrix A, d.h.
Dl
J:=T'AT= D,
0 D,
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7.1 Ansétze fur die Losung der homogenen DGL Seite13/69

A; b 0O O - O
O A b,, O - O
Di=| 0 . )
/\i bp‘fl
Ai
Hiersind A, ; i=1, ..., q die Eigenwerte vonA mit der Vielfachheit p;. In J sind also alle

Elemente =0 aul3er der Diagonalen und in den Platzen rechts neben der Diagonalen:

bli={o
1

X, ) =X yog,=(TT*X)gTT y=(T*X)T'gT Ty

|\ NS—— ——

V=Ay=>T 'y =T 'ATT 'y

z' J z
z'=J z:Die DGL zerfalltin q getrennte DGL:z', =D, z ;i=1,..., q mit
Zl
z=| :
ZcI
Schreibe
Zi
Zip
Z', =X zZ,+b, z,;
Z'i, =X 2,0y 2 5;
le p =P\i ZI p s
Ansatz:
z, =€""x% (X);
X1 =Dbyi X ;
X' =Dy Xi3;
X'ip, =01
d.h. Xi o =k0; Xi pi—1=bi pi—1k0X+k1;
oKy kiy ... €Rdh.
Xi 1
Zi: e)\‘x
Xi P
mit X; ; Polynominx vom Grad <j—1.
Wéhle speziell alleky , ..., K, 1 =0,
kp\
Z=| 0e
0
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7.1 Ansétze fur die Losung der homogenen DGL Seite14/69

analog: k, , k, 1 #0, alle anderenk; =0 =
kp. _o X+ kp.
2 kp‘ -1

0
usw. = Losungenzum Eigenwert A; in der Form Z‘=u*¢&"*; wo die u‘ in den
Komponenten maximal 1 Polynom vom Gr&d— 1 besitzen.

7, = 2 yoi=T Z=: v (x)€"

Wahlt man V z:‘ das zugehorigeK, +1-« # 0, so sind diesez:‘ linear unabhangig.
Besitztdie Matrix A den p -fachenEigenwert A , somachtman(meist)fir alle Losungerder
DGL y' = Ay zum EigenwertA den gleichen Ansatz:

Vig+ Vi XH v XM

y=v(x) e = : e\

VarF Voo X+ 4V, x0T

(n: Zeilenzahl von A und y)
Einsetzen in DGL.

Beispiet
1. .
§X1+y1_y220,
" 1
y'ot3 y.=0;
=
Y1i=1Ys
yl2=y4
Ye=-2%+2Y,
y,=-1/2y
0 010
_ 0 0 01
A= -2 200
-1/2 0 0 O

charakteristisches Polynom:
A'+22%+1=0
(A*+1)=0;

A = =i ist jeweils Doppelwurzel: Ansatz (zunachst) fiir= +i :
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7.1 Ansétze fur die Losung der homogenen DGL Seite1569

v, + W, X
V, + W, X | ix
V3 + W, X
v, + W, X

Einsetzen in DGL:

(v +w X)+ W, =V, + W, X

i (v, + W, X)+ W, =V, +W, X

(Vo +WyX)+Wy=—2(v, +W, X)+2(Vv,+W,X)
(v, +w, X)+w,=-1/2(v,+w, X)

Koeffizientenvergleich fur die Faktoren vox: Sei w,; beliebig.
w,=1/2w,,wy=iw,,w,=1/2w,;
Gleichungerbeim Koeffizientenvergleichder konstanterGliedersind linear. 1. und 3. Gleichung:

gleichesErgebniswie 2. und 4. Gleichung = es kdnnen zusatzlicheBedingungengefordert
werden.

1)Setzev,=0= v, =0; v,=iw,; V=W, ; v,=-1/2w, .
2.)SetzeV,=0=>v,=-2iw,;Vv,=0;v;=3w,;Vv,=1/2w,.

Losungen zud; = +i :

X

N i+1/2x i X

y 1+ix v
-1/2+1i/2x
—-2i+X

Y 1/2 x i X

= w, €

v 3+ix !
1/2+1/2x

Trennen von Real- und Imaginéarteil:
X 0

y = Xiz W, COSX — )1( W, sin x :
-1/2 x/2

3
1/2 x/2

0 X

yv=| 1 |w cosx+ Xiz W, sin X :

X
x/2 -1/2

X -2
v =| X2} w, cosx — 2 w, sin x :
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7.1 Ansétze fur die Losung der homogenen DGL Seitel6/69

-2 X
4 0 x/2 :
= W, COSX + W, SIN X -
y X 1 3 1 ;
x/2 1/2

7.2 Eliminationsmethode

Versuchel 6sungeinfacheDGL-SystemealurchEinsetzerder Gleichungenneinanderauf 1 DGL
in 1 unbekanntenFunktion zu reduzieren.Dabei differenziert man u.U. auch Gleichungen
y'=Ay:
1. Zeile:
Yi=a; Yita, Yot +ag, Ya;
y"1 = alll yl + a'12 y2 +...+ a'ln yn + all yll + a12 yl2 t+...+ aln y'n

Setze fur y',,..., Yy, die Ubrigen Zeilen der DGL ein = Gleichung der Form:

y',=b y,+...+Db,y,.
Verfahren fortsetzen:
n-1)

, =d y,+d, v, +...+d Y,
yW=e y+ey,+..+e vy,

Falls
all ann
det b_ll Dy #0,
di; - dy,
lassersichdie Gleichungeny', =..., y(ln_l) = ... eindeutignach Y, , ..., Y, auflosenln diesem
Fall ist

_yl1+a11 Yi Q,...aq,
det -y +by by...a, =0

(). -
_Y1n+e1 Y1 € ... €

Entwickle nach der 1. Spalte:

(n) Ba G (n-1)
(=" +e vy |+ (=Y d, y,) .. =0
d, - d
ist DGL fir Y, .
Falls
a;, 0 Qg
det| : : |=0,
d, d,

kann man diese DGL trotzdem verwenden DGL niedrigerer Ordnung.

Achtung: Bei diesemVerfahrenverliert maninformationen(Differenzieren) = dieseDGL ist nur
notwendig aber nichtinreichend

Abhilfe: Probe eliminiert die Integrationskonstanten,die dem urspringlichen System
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7.2 Eliminationsmethode Seitel7/69

widersprechen.

Beispiet

1) Yi=Y2:(2 Y.=Y¥1,03) y3 Yit Yo,

=y, =y=y=Ce&+De”’

y,=C € —-D e “+E aus(2)

y,=2C €+ E x+F aus (3)

Einsetzen in (1)= E =0 (nicht alle L6sungen bestehen die Probe!)

7.3 Methode der unbestimmten Koeffizienten

Im Fall einer DGL hoéherer Ordnung mit konstantenKoeffizientenexistiert ein Ansatz zur
Ermittlung einer speziellen Lésung der inhomogenen Gleichung.

DGL:

n dk

za"dT y=b(x); acR
k=0
Ansatz:

p
Yo = ch—b( )i GeR
d x

DieserAnsatzist nur dannsinnvoll, wenn p <o, d.h.wenndie Summandewon b (x) nach p
Ableitungen Null werden oder gleich einer friheren Ableitung.

Beispiet
b(x)=sinx, cosx, € ,const, X° , ...

— — — —

p=1 p=1 p=0 p=0 p=3

ZB. y' +3y —4y=e"+%":

spezielle Losungy, = ¢, € + ¢, X* + ¢, + C,
4c € +2c,+6¢c € +6c,x+3¢,
—4c e -4c, X’ —4c,x—4c,=€"+X
Koeffizientenvergleich:

€*(6¢c,—1)=0=c, =1/6;
x*(~4¢c,-1)=0=c,=-1/4;
x(6c,—4c;)=0= c;=-3/8;
1(2¢,+3c;—4¢c,)=0= c,=-13/32;

Also: 1 1 3 13

_ - 2 X _ = 2 2 =V

Yo(X)=g € —3 X ~gX~3;
Vorsicht:

1.)Ein Summand vonb (x) ist gleichzeitig Losung der homogenen DGL:
Sei b (x ) u(x)+v(x) und u(x) Lésung von

Zak I(yO

zum S- fachen Eigenwent .
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7.3 Methode der unbestimmten Koeffizienten Seite18/69

Dann macht man den Ansatz statt fur(x) fur x* u (x) und dessen Ableitungen:

Beispiel

d “(d T
(H 2) <ﬂ+3> y=€"+sin(—x)

DGL mit konstanten Koeffizienter» Klammern vertauschen

e

Ansatz y = ¢"* fur die homogene DGL= A, =A,=2; A;=—-3;
Lésungsbasise®™ | x €*, e **

b(x)=¢e"+sin(—x).

Term &* ist auchLésungdes homogenerSystemszum 2-fachenEigenwert A =2, =

Ansatz flr Yy, :
Yo=0C X €*+c,x € +c, &€ +c,sin(—x)+ ¢, cos(—x).
2.)Ein Summandvon b (x) istvonderForm x" u(x),wo u(x) LésungderhomogenerGL
zum s-fachen Eigenwent ist.

= Ansatz fir Y, : Statt x" u (x) schreibt manx’** u (x) und alle zugehérigen Ableitungen.

Beispiet )
d__5) (943 y=x>€&*+sin(—x);
d x D x ’
Ansatz:

3+2 _2x 4 2x 3 2x 2 2x 2 X 2 X .
Yo=C X e+, X e+, X e+, x e+ xe e+, sin(—x)+cg¢C
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8. Randwertaufgaben
Bisher: Anfangswertproblemey (X,), ¥' (Xo), ¥" (X,) vorgegeben.
RandwertprobleméNerte von y und dessen Ableitungen aerschiedeneRunkten vorgegeben.
DGL 2. Ordnung:

y(X)=1VY:; ¥Y(X,)=Y,; Randwertaufgabe 1. Art

Y (X)) =Y. ¥ (X,)=Y,; Randwertaufgabe 2. Art

ay(x)+by (x)=c;

d y<X2)+e y' (Xz): f;
Sturmsche Randwertaufgabe

Beispiel fiur lineare Randwertaufgabenpei denen y(x.), y' (X),...,y
eingeben.
Beispiel Balken, der auf beiden Seiten aufliegt.

x.) linear

Beispiele flr nichtlineare Randwertbedingungen:

7 5
'

Xy X5

Seil

Randbedingungen:
1)y (X)) =¥
2) Y (%) =Y,
3.)Lange des Seils:

X, d y 2
I=£ﬂ1+<a;>dt
Anwendung z.B. in Proteinforschung.

8.1 Losbarkeit von linearen Randwertaufgaben bei linearen DGLs

8.1a Bezeichnungen

Lineare DGL:

a, (xX) Y +a,_, Y+ . +a,(x) y=b(x);

Schreibe dafiirL (y)=b(x) mit L (y):=a, (x) y¥+...+a,(x) y.

Analog fir die linearen Randbedingungen:
U (y)=V,,i=1,..,k.
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Sturmsche Randwertaufgabe:

Ul(y)=a y(X1)+b y (Xl)

Uz(y)=d y(X2)+e y' (Xz)

Im Fall V;=0 fur alle i nenntman die Randwertaufgabéalbhomogen — ebensoim Fall
L(y)=0.

Falls V; =0 furalle i und L (y)=0, heilt die Aufgab&ollhomogen

Kennt man eine spezielle Losung z der inhomogenenGleichung L (y)=b(x), liefert
y=z+w dieDGL L (w)=0. (L linear!)

Analog:

Ist r eineLosungdesinhomogenerRandwertproblemserfillt s(x) in y=r + s die homogene
RandbedingungU; (s)=0;i=1, ..., k. Dies folgt aus der Linearitit der Randwertaufgabe,
unabhéngig davon, ob (x) eine Lésung der DGL ist oder nicht.

8.1b Losbarkeit

Beweis Sei
1

y(X), ..., Y(X)
ein Fundamentalsystem von Lésungen der DGLy) =0.
AllgemeineLdsung:

1

y(x)=C,y(x)+...+C,y(x) mitC,eR-

U, istlinear =
1

Ui (y)=C1Ui(y)+...+CnUi<y>=Vi-
Das ist ein lineares Gleichungssystem flir Bedingungen fir die Losbarkeit: Satz 8.1

Zusatz VollhomogenesProblem L (y)=0; U;(y)=0 besitzt genaudann eine nichttriviale
Ldsung, wenndet H =0 ist.

Beispiet zum homogenen Problem: Balken, der an beiden Enden aufliegt (Pleuel, Kurbelstange ...)
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DGL: linearisiert y" =M (x)/Q
Q : Konstante (Elastizitatsmodwt axiales Flachentragheitsmoment)
M (x) : Drehmoment:M (x)=—K y(x)

K
L(y)=y" +— y=0:
(y)=y +Qy ;

Sei

A=\/%: y(x)=C;sinA x+C, cosA x
U,(y)=y(0)=0=C,=0;U,(y)=y(l)=0

y(x)=C,sinA x

Falls: Al <m,dh. K <n?/1°Q: = C,;=0 und y(x)=0

Falls: A | = : = C, beliebig: Balken biegt sich beliebig weit, bis er bricht.

8.2 Greensche Funktion

Es sei das lineare Randwertproblem
(1) L(y)=r(x);U;(y)=0
gegeben.
Berechne zuerst die Losung von
(2 L(y)=6(x=-%);U;(y)=0.
Diese Losung nennt ma@ (x , &)
= L6sung von (1) durch

b

y(x)=[G(x,€)r(g)dg; a<x<b,

denn
1) L(y)=L(G)r(g)dg=[6(x—&)r(E)dE=r(x)
2) U, (y)=fU,(G)r(g)dg=[0r(g)dE=0

8.2a Konstruktion der Greenschen Funktion

Definition 8.2 Eine Funktion G (x, &), die folgendenBedingungenerfillt, heit
Greensche Funktion

1) G(x, &) erfullt bei festem& die Randbedingungek); (G) =0 (U, linear)

2) Ist a < x < b der Definitionsbereich voriL , so ist
9 G " ’G

stetigfira<x<b ; a<& <b; n istdie Ordnung vonL

http://www.skriptweb.de



8.2 Greensche Funktion Seite22/69

3) Fira<x=<b, a<& <b existieren die
a“lelmdane
ox" 7t d X
mit Ausnahme vonx = € ; dort gilt:
[6“‘1G(§+a,«§) a”‘lG(«s—a,§>]_ 1
A, (§)

axn—l axn—l

4) Fur x #& erfullt G (x, &) beifestem&: L (G)=0.Dabeiist L einlinearer
Differenzialoperator n-ter Ordnung:

L<y>=_=20/x<x> y';
A(x) stetigfira<x<b; A, (x)#0

lim

a—0

Ist

1 n
yc,..., ¥
ein Fundamentalsystenvon Loésungenvon L (y)=0, muss G (x,&) fir x#& eine
Linearkombination von

fir x> €

¢, ¢ hangen vong ab.

Definiere:

1 2y . ,=1 12
ai'_2(0i+ci)’ b 2(C| )
G(x,E)=2(a+b)y
fir x <&

G(x,&)=2(a—b)y
fir x <&

oG ""’G
G(X,g),ﬂ,...,w

sindanx=¢ stetig = _ _
Db y(g)=0i X b y' (£)=0: X b y" ¥ (£)=0: X b y" "(£)=0

linearesGleichungssysterfiir die b;, desserKoeffizientendeterminantdie Wronski-Determinante
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ist. Sie ist #0, da die Iy ein Fundamentalsysterbilden = Gleichungssystenist immer
eindeutig losbar.
a; aus den Randbedingungen berechenbar:

n i

Uk(G)=Z(aiibi)Uk(y)=o

i=1
,2+, wenn sich U, auf ein X, <& bezieht.
., wenn sich U, aufein X, > & bezieht.

(3) DaU,(¢i)=FD.b U, (y) Gleichungen fira, .
i=1 i=1

Bemerkungen:

1) Im Fall detH =0 kann es eine Greensche Funktion geben, sie ist dann nicht eindeutig
bestimmit.

2) Beschrankungauf halbhomogeneSystemeist nicht wesentlich: Randbedingungen
U, (y) =V, andern die Struktur von (3) nicht; Sa8z3 bleibt giiltig

Zu zeigen:G nach Definition8.2 liefert eine Losung des Randwertproblems durch:
y(x)=JG(x,&)r(g)dg

(G nach 8.2 definiert# bisjetzt =L (G)=6)
Differenzieren von (4)

b Ak

= y(k)(X)=er(§)d§; k=0,...,n—1
a 0 X

"G

axn—l
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enthalt Unstetigkeitsstelle bei =€ .

Definition 8.2 =
0"G(x, &
(5) —n)
0 X
dabeiistG" stetig.

1

=G (x,§)+—+

(Begrindung:

f f(£)6(x—¢&)dEg =T (x);Definition der Delta-Funktion; dann gilt:

d/dx 9 (x—&)=6(x—¢); (muss man nur auf beiden Seiten integrieren, dann kommt
vorhergehende Zeile heraus))

Integriere (5) nachx :
b

1 1
— §dx=—"—
I a®
falsb>&; =0 fur b<§&
n i n-1 i
L(G)=ZA|a—i= > A 0 C?+Anc; +8(Xx—E)
i=0 X i=0 0 X B
=0, weil L (G)=0 fur x# &

Bemerkung: Sind die Randbedingungerinhomogen,d.h. U, (y)=V,, hat man bei der
Berechnung vorc (genauer: beim inhomogenen linearen Gleichungssystem fiadie
Vi
(G)=5——
Jrz)dg

zu fordern.

U

Beispiet Fir 0<x<mw seidie DGL y"+y=r(x) mit y(0)=y(m), y (0)=y (m)
gegeben.
Fundamentalsystem fiir Lésungen der homogenen DG cosX; Yy, =sin X.

1.)Berechnung de, :

b, (£) cosg +b, (&) sin(g)=0
—b, (£)sinE +b, (&) cosg =—1/2

= b1=%sin§ ; b2=—%cos§;

2.)Berechnung dem, :
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a) (a,+b;)cos(0)+(a,+b,)sin0=(a, —b,)cos(m)+(a,—b,)sinmw
a,+b=—a +b=a=0

b) (a,+b,)cos(0)=(a,—b,)cosm bzw. a, +b,=—(a,—b,)
a,+b,=-a,+b,=a,=0

%sing cosx—%cosg sin x fir x <&
G(x,&)=

—% sin & cosx +% COSE sin x fir x> &

Hier istimmer G (x, &) immer >0=
1, .
G (x.,5)=5sin(x—¢)

[3 Grafiken]

2. Beispiel Kritische Drehzahlen einer rotierenden Welle
Problem: Welle dreht sich mif = w/(2 ) U/s. Sieistbeix =0 und x =1 gelagert.

[Grafik Welle]

Schwache Verbiegung:

y =4 g

M (x) : Biegemoment bzw. Drehmoment, das beangreift
Q : Elastizitatsmodul * Flachentragheitsmoment
M (x)= Weg * Kraft (Lagerkraft (R€R) + Fliehkraft) in y-Richtung: w® y-od x
(Winkelhalbierende)
|

M(x)=J @’ y(u)g(u—x)du+(l—x)R

M (x)=-0-[w’y(u)gdu-R

M" = w’ y(x) e
Einsetzeniny" = M/Q:
2

(4)_ W @ — gt
y 9 y=:qy

Randbedingung:y (0)=y(1)=0; M (I)=0; = y" (I)=0= y" (0)=0;
Allgemeine Losung der DGL.:

yze/\x:>A4=q4;

A=0Q;A4,=-0;2;=iq;A,=-iQ;

y=K, e +K, e+ K,cosqx+K,singx;

Losung der Randwertaufgabe ohne Greensche Funktion:
y(0)=0=>K,-1+K,-1+K;-1+K,=0; = K, +K,=0;
y" (O)=O=>qI(K1+K2—K3)=O=>K3=0
y()=0=>K,e" +K,e® +K,sinql=0,seil£0,q#0
y' (1)=0=>K,e" +K,e? —K,sinql=0
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=K, (" -e9)=0=>K,=K,=0

= y=K,sing x mit K,sing|=0

1.Fall: 0<ql<m=sinqgl#0=K,=0

2. Fall: ql=m= K, beliebig (= w =Q/o m/I?)

3. Fall: 1T<q|<21T:ool=\/Q_/g172/|2<w<w2=\/Q_/Q4172/|2
[Grafik Welle mit Riemen]

Welle mit Riemen:
Naherung: Riemen liefert eine Kraft

| 2
(Beriicksichtige die Elastizitat des Riemens!)

M (x)=jdw2 y(u (u=x)du+(l=x)-R+(l —x)-[(%—x)2+ Kl]

Bei M" fallt der K, -Term weg.
Greensche Funktion
Merkregeln:

1) Greensche Funktion hilft bei homogenen Problemiehts

2) L.A. ist esauchbeiinhomogenem®GL schnellerdie Randbedingundirekt (d.h.ohneGreensche
Funktion) auszuwerten, aul3er wenn:

a) Die LosungderinhomogenerDGL schwerzu ermittelnist (bei der Greenscheifrunktionist
nur die Kenntnis der Lésungen der homogenen DGL nétig)

b) Die Rechnung fiir mehrere inhomogene Gliederx) gleichzeitig gemacht werden soll.

[..]

[.]
a, (£) aus den Randbedingungen:

4

1) G(O1§)=O: Z(ai(§)+bi(§)> i(0)=02a1+a2+a3=_bl_b2_b3=

1
e —e'*+2sinqe

_ r
2) G"(O,§)=O=>Z(ai(§)+bi(§)) y';i(0)=0=a +a,—a;=
& q,E_2 ;
=—b1—b2+b3=e e8q3 sing &
3) G(I,£)=0= 2 (a(£)-b () y(1)=0=a, € +a,e? +a,cosql+a,singl=
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—e 989 L 5 _2sinqE cosql +2cosE sinq |

8q°

4) G" (1, €)=0=2.(a(§)-b (£)) y" (1) =0=
a, €' +a,e —ql—a,cosql—a,

[.]
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9. Funktionentheorie

9.1 Komplexe Zahlen

C:={(a,b)la,beR]

mit:
Addition: (a,b)+(c,d):=(a+c,b+d)
Multiplikation: (a, b)-(c,d):=(ac—bd,ad+bc)

Zwei Elemente(a , b) und (c, d) heiRen gleich, wenra=c und b=d = C istein Korper.

Gewohnlich: Statt(a , b) schreibea +i b.
i : Imaginare Einheit: i>=—1
Falsch: i ist nichtdie Wurzel aus—1.

GaulRscheZahlenebene

Bild von N

= ©
(alle Grenzwerte, d.h3; Punkt ,Unendlich®)
1. Vorteil dieser Definition: 1/0 =« (mdglich, da 1 Punkto existiert).

2. Menge M heiRRtkompakt,wennesin jederoffenenUberdeckungon M endlichviele Mengen
gibt, die M Uberdecken.

3. §? ist kompakt.Bilder kompakteMengenunterstetigenAbbildungensind kompakt.[Beweis]
= GauBsche Zahlenebeng{x} ist kompakt.

Beweis
Eine Funktion f heil3t stetig, wenn die Urbilder offener Mengen offen sind.
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f: M =N
ko;;akt
Uberdecke N mit offenenMengen U, ; i €1 (beliebig). f stetig = f‘l(Ui) sind offen

und GberdeckenM . M kompakt = wahle endlichviele davon,die M Uberdecken.= U,
tberdeckenf (M) .

Satz9.2 (Heine-Borel). In einer Menge M cR> (oder M cC) gilt: M ist

abgeschlosseand beschrankt= M ist kompakt(Beweisgilt auch <, wie man
leicht einsieht).

Beweis:
Beweis durch Widerspruch:Nehme an, dass M nicht kompakt ist, d.h. dasseine offene
UberdeckungD existiert, von der nicht endlich viel®, € D die Menge M (iberdecken.
» M beschranktheil3t,dasssich M in ein QuadratR mit einerDiagonalerderLange a <«
einschliel3en l&sst.

Teile R in 4 kongruenteQuadrateg(Abstand zweier Punkte < a/2). Fir die Uberdeckungron
mindestens einem dieser Quadrate (genauerQ N M) sind unendlich vieleD; nétig.
Diesesteilt manwiederin 4 kongruenteQuadrate...] AbstandzweierPunkte <a/4 [..] =
Folge von Teilmengen R> R, 2 R, ..., zu derenUberdeckung R, N M) jeweils unendlich
viele D; nétig sind. Abstand zweier Punkte iR, geht — 0.

M abgeschlossen= Grenzwerteliegenin M = R, konvergierengegeneinen Punkt
pe M. D ist Uberdeckung vonM , offene Mengen sind Vereinigungen vanUmgebungen.
= Es existiert eine offene Menge d,€ D, die p enthalt. D, ist Vereinigungvon ¢ -
UmgebungenSei U, einedavon,die p enthalt= U, berdecknichtnur p, sonderralle
R, von einem Indexj an.
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Definition 9.3;

1) EineMenge M c € U{x} heiRt(bogen-yusammenhangendwenngilt: Alle
p, g € M koénnendurch eine stetigeKurve verundenwerden,die ganzin M
liegt.

2) Eine MengeM < C U {x} heiRtGebiet, wenn sie offen und zusammenhéngend
ist.

Bemerkung: Falls nicht bemerktwird, sind ab hier die Definitionsbereichevon Funktionen
Gebiete.

f heiltstetigin z,€ C , wenn
lim f (2z)

z- 7,

existiert und
lim f(z)="f(z,) @)

z- 2,

gilt.

—~

@
Zy

Der ,Weg"“ z — z, ist nichtspezifiziert, d.h. dieser Limes muss filte ,Wege* (1) erftllen.
Beispiet

1.) f (z): = 2 stetig, denn sew: =z +§
(z+6)P=2+22z8+6>— 2 fur 6 -0

Rez-Im z ..
—————furz#0
2)f(2):= |2
Ofir z=0

Behauptung f unstetiginz=0:

.
Ll
/u

Seiz=x+iyund x=y:
IimRezlmz_ X'y 1

z—-0 |Z|2 _X2+y2=2

Seijetzt z=x+i y mit x=0 oder y=0:
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im -9 —
z-0 X2+ y2

Bezeichnung C : = C U{x} (stereographische Projektion)

1
0=
2

Satz9.4 IsteineFunktion f : € — C aufeinerkompakterMenge K = C stetig(d.h.
f (z) ist stetig fur alle z€ K ), so ist sie dort gleichmafig stetig.

BedeutunggleichmaRigstetig*: f stetigin z,: Zujedem £ > 0 existiertein § =6 (¢ , Z5) >0

mit |z— 2z <8 = |f (z)—f (z,) <e.(Ohne dasz, ,gleichméaRig stetig*.)
Beispiet
f:(0,1)-R; f(x):=%
f(x)
4
g L
£ N
~
P X
XO XO

g:[0,1] - R gleichméaRig stetig: Beweis wie S&2.

Beweisidee
Voraussetzung:f : K — C ist stetig aufK , d.h.inallen ze K .
D.h. fur alle z€ K existiert § =6 (€, z) mit
lw — 7| <6 ...
offene Umg?bu@; (z) vonz
Die U ;(z) bilden eine offene Uberdeckung vdg.
K kompakt = es existiererendlichviele davon, dieK berdecken. Wahle das kleinste davon.

Differenzierbarkeit :
. f(z+Az)—f(2z)
f = |
(z)= fim_ Az

Definition 9.5 Eine Funktion f hei3tim Punkt z,€ G (G: Gebiet) komplex
differenzierbar (kurz differenzierbar), wenn der Limes
im f(zg+A2z)—1(z)

Az-0 Az
Az#0

fur z,+ A z€ G existiert.
f heil3t im Punkt z, holomorph oderanalytisch, wenn es eine offene Umgebung
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U von Z,gibt, so dassf (z) inallen ze U komplex differenzierbar ist.
f heiBtholomorph in einer Menge M < C , wennsie in jedemPunktvon M
holomorph ist.

WARNUNG!!! | Analytisch* bedeuteim Reellen:in Potenzreiherentwickelbar.Dazu genigtes
im Reellennicht, dass die Funktion. in einer Umgebung differenzierbar ist.

Bemerkungen:

1.)Damit f in einer Menge M holomorph ist, gentgt nicht die komplexe
Differenzierbarkeiin M . Dennein holomorphesf mussauchin einerUmgebungles
Randesvon M definiert sein und dort differenzierbarsein, falls der Randzu M
gehort.

2.)Differenzierbarkeit: Ahnlich wie bei der Stetigkeit: In der Definition ist A z eine
beliebigekomplexeZahl. = Man hat alle Grenzwertezu allen ,Wegen* z—0 zu
betrachten. Alle diese Grenzwerte missen gleich sein.
SeiAdz=x+iy;X,yeER, u(z)=u(x+iy).
Betrachte zuerst A z:=x und setze: f(z)=u(x,y)+iv(x,y); u,v:

reellwertig ) )
i U Zo T X) = F(2Z0) U (X + X, Yo) +1V (X + X, Yo) = U (X, Yo) =1 V(% ¥o)
x—0 X X
ou .ov
_H-'_Iﬂ_lf (ZO)

Dieser Wert muss gleich sein mit:

lim f(zo+i y)_f(zo)_ ou +6V_

f(z)

y—0 iy oy oy

Diese beiden Gleichungen heil¥@auchy-Riemannsche DGLen

Beispiele

1.)Die Funktion.f : z — Z ist nicht komplexdifferenzierbarpbwohlalle 4 partiellenAbleitungen
existieren:z=x —1i y. Es gilt:
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ou o0X
—=—=1; —=—"=-1#+1
0X O0X y

2) f:2—-2z-7 istim Punkt z=0 komplexdifferenzierbarjedochnicht fiir Z # 0. Daherist
sie auch im Punktz =0 nicht holomorph.

f(z)=zz=(x+iy)(x—iy)=xX"+y,dh u(x, y)=x"+Vy, V(x,y) =0,

ﬂ=2x;ﬁOfUrx;r&0
0 X

ou

— =2y #0 fi

7y y#0 fur y#0

Eine weitereKonsequenausden Cauchy-RiemannschddGLen: Verwendedie Variablen z, z

x=2(2+2); y=o-(2-2)
ox_1.0y_1.0ox_1.0y_-1
0z 20z 2i'dz 20z 2i
_ of f ., 1fof of 1({of of _
df(z’Z)__zdz+ﬁdz_§(_x_l_y)dZ+§<ﬂ+l_y)dz

Setzef =u+iv:

of .o0f ou .0v .o0u o0V
+ = + + =

0 X Ié)y 0 X Iax Iay oy

(mit Cauchy-Riemann)

= —=0,

07z
falls f die Cauchy-Riemannschen DGLen erfiillt. Notwendig und hinreichend!

Bemerkung: Dieser Satzist nicht genaudie Umkehrungvon Satz9.6, denn9.6 beschreibtdie
komplexeDifferenzierbarkeitin einemPunkt ze€ G, Satz9.7 die in G. AuBRBerdem:
Stetigkeit der Ableitungen in 9.7.

Beweis Seienz, we G, z=x+iy, w=a+ib.
f(z)—f(w)=[u(x,y)+iv(x,y)l-lu(a,b)—iv(a,b)] =
odu(a,b) du(a,Db)

u(x,y —u(a,b)= Py +a(x,y)|(x—a)+ 3y

+B (X, y)](y—b)

http://www.skriptweb.de



9.2 Definition der stereographischen Projektion Seite34/69

vty via, )= [ 242y )| 24245 x gy )

0 X
mit _ ) :
lim o« (x, y)=1lim B(x, y)=1lim y (x, y)=lim & (x, y)=0

Dann folgt wegen
|X — a| <1 |y b| <1

lz—w "~ ’\)z—w|_
IimO((X%a=O usw.
ou ou . 0V .av
f(z)—f(w)—ﬂ(x—a)+—y(y—b)+|H(x—a)+ a—y(y b)+o(z—w)
mit
o(z—w):limo(z—_w)=0.
Z->W Z—W

Cauchy-Riemannsche DGLen eingesetzt:
ou

5;Rx—ayu(y—bﬂ+ig%ux—ayu<y—bﬂ+o<z—w)

ou . 0V
=W(z—w)+|ﬂ(z—w)+o(z—w)

f(z)—f(w)zau+ ov

d-h- (1) llinw Z—wW 0 X 0X’
analog:
. f(z)—f(w) _ 1 ou ov
2) llinw Z—w 6y+|6y
Damit ist
lim

Z-oW

fur alle Grenzwertbildungere — w gleich, d.h. f' existiert.

Stetigkeit der parziellen Ableitungen = es existiert das totale Differenzial = komplexe
Differenzierbarkeit in allenwe G .

Ist f zweimal stetig differenzierbar, so folgt aus den Cauchy-Riemannschen DGLen:
’?u_ v

02 OX0Yy

und

o’u_ v v _ du
oy, O0yox 0X0y ax

=

2 2
ag+ﬁ—0undanaloga il =0.
ox° oY o x° af

Satz9.8 Eine in G € € holomorphe Funktion erfillt die Laplace-Gleichung
Af=0=Au+iAv.

Es wird spéater gezeigt, dass jede holomorphe Funktion zweimal stetig differenzierbar ist.
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Anwendungen Elektrostatik im R?, Strémungslehre

2-dimensionales Potenzigh = Re f =u

Umkehrung:Jedein einemGebiet G = € definiertereelle Funktion g (x, y) mit A g=0 ist
lokal der Realteil einer holomorphenFunktion. f ist durch g bis auf eine additive Konstante
eindeutig bestimmit.

~Winkeltreu": Seienin C drei Geradergegebendie sichin z,, z,, z; schneidenSchnittwinkel:
o, B,y .Dannschneidersichim Limes Z; Z,—» 0, Z,Z;,— 0, Z;Z, — 0 auchdie Seitendes
Dreiecks f (z,), f (z,), f (z;) unter dem Winkelna , 8, y .

f ,orientierungserhaltend f =u+i v mit

o(u,v)
detm>0

Anschaulich bedeutetdas, dass ein Dreieck ABC seinen Umlaufsinn unter der Abbildung f
beibehalt:

<

<

<
vs]

A

orientierungserhaltend' U hicht orientierungserhaltemil

Beweis Man betrachtetwieder 3 Punkte z,, z,+ A, z, z,+ A, z€ G, die hinreichendnahe
beisammen liegen, so dass auch das Dreigagkz, + A, 2, z,+ A, Z ganz in G liegt.

1) Ist f holomorph in G, so gilt:
f(z,+A,2)=1(z)+f (z))-A, 2+ A(z,, 4, 2)
f(z,+A4,z)=F(z,)+f (z,)-4,z+B(z,,4, 2)

Dabei:
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lim A(z,,A,z)= lim B(z,,4,2)=0

A4,2-0 A, z2-0

=

lim f(z,+A4,2z)=1(z,)+f (z))-4, 2z
A, z—-0

lim f(z,+A4,2z)=1f(z)+f (z))-4,2
A,z2—-0

In diesemLimesistdasDreieck f (z,), f (z,+ A4, z), f (z,+ A, z) &hnlichzum Dreieck
Zy,2,tA,z2,2,+A, z. Esist gleich orientiert, da esaus z,, z,+A,2,7z,+A, z
durch eine Drehstreckung (Multiplikation mit ' (z,)) hervorgent =
x'=ax,B'=B,y'=y.

2) Existieren

du v
ox' oy’

so lasstsich A; z:=AX und A, z:=iA Yy wahlen.Speziellfir A x=Ay (d.h.
B=y):

f(z,+A,2)="1(z) + @Hﬂ A x + Restglied
0 X 0
Y

X
ou i 0
— 4+
oy 10y

f(zO+Azz)=f(zo)+< )iAy+Resthied
Limes A x=A y—0.
Winkeltreu = o' =, B'=8,y"' =y

Zwei Zahlen stehen aufeinander senkrecht

ou .0V ou iovy).
o= =+
<6x+|6x>und<iay iay>|’

wenn die Klammerausdrucke durch Multiplikation mit eindmauseinander hervorgehen.
k ist dasVerhéltnisder Seitenlangenf (A) f (B): f (A) f (C). Damit ' =y "' qilt,
muss k = +1 sein; Orientierungserhaltung k= +1.

Vergleich der Klammerausdriicke Cauchy-Riemannsche DGLen.

Beispiet Berechnedas elektrostatischd?otenzial,dasvon einer gleichseitigenHyperbelerzeugt
wird, auf der ein Potenzia® € R liegt:

0.B.d.A.: Wahle Koordinaten so, dass die Gleichung der Hypexbel y* =1 ist.
Aufgabe: Finde ein holomorphe Funktiori mit Re f (z)=¢ auf x> — y*=1; z=x+iy;
Ansatz u=Re f =& (x*— y*), denn

#u, du 0

Au=—+—-=
ox> oy
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Imaginarteil v von f: Cauchy-Riemann:

ou o0ov oOu o0V
= : = -2 v=2d +K
Ox o0y 8y 0x ~ v v o2

20, =52 Py K LX) v=2d+K

9.3 Integralsatze

Kurve k mit Koordinatendarstellung — k (t) e R® (d.h.wir betrachterKurve im R?). k sei
stlickweise stetig differenzierbar Sei ein Vektorfeld x € R* — a (x) € R?, a sei stetig.

fa-dxzf<a,dx> fa —dt
k k
mit k (c) :Anfangspunktundk(d) Endpunkt

Definition 9.1Q0 Fur eine stickweise stetig differenzierbare Kurve k mit der
Koordinatendarstellung|a, b|>t - k (t)e € und fiur eine auf k stetige
Funktion f (z) = u (z)+iv(z) definiert man:

ff( ff (t)dt

Ausgeschrleben mlk() X(t)+i y()
ff dz_fu t)-x (dt—jv ).y () dt+i fu(k(t)y (

+ifv(k(t))-x'(t)dt.

a

Folgerungen
1) Unter der Voraussetzung von 9.10 existiert das Integral immer.

k:la,b|at—- z(t) b=z (c)-
l:[c,d]2t— z(t) z(b)=2({c);
d.h. k und | hadngen zusammen

> [ f(z dz_jf dz+ff

k+1

2) Seienk und | stUck\/}eise stetig differenzierbare Wege:

3) Substitutionsregel:
Eine Umgebungder Kurve k werdeder Abbildung g: z— w(z)& C unterworfenwobei g
stetig komplex differenzierbar sei mid w (z))/(d z) #0.
Dann gilt:

Jk) f(w)dw= [ f(w(z))

g

o

W
47 dz
Beispiet

1) f(z)=1; k:z(t)=cost+isint fir 0<t<2m
z
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f —f —sint +1i cost
! cost +isint

2)Seienk:[a,b|ot—-z(t); I [-b,—a]ot—Z(t):=z(-t)
Z durchlauftdie Kurvek von b nach a. Ubliche Bezeichnung =—

[z dz_jf Ly dz=t) dt_jf t>dt=—}f(z)dz

dt
Definition 9.11 Eine Menge M c € heildteinfach zusammenhangendwvenn gilt:

dt=21mi

1) M ist zusammenhangend

2) Zu jeder geschlossenen Kunde: [a , b] - k c M
t—2z2(t) gibt es eine stetige Abbildung
[0,1]x[a,b]>M:(h,t)>z(h,t),sodassz(0,t)=z(t) dieKurve
k istund z(1,t)=z,€ M ein einziger Punkt ist fiir alld €[a , b] .
Man nennt dann die Kurvé&k homotop zum Punkt z, .
Anschaulich: Jedegeschlossenkurve,die ganzin M liegt, lasstsichstetigauf
einen Punkt zusammenziehen, ohhk zu verlassen.
Parameter der Deformatioh € [0, 1]

Beispiele
1) R" undKreisscheibesind einfach zusammenhéngend

2) Kreisring ist nichteinfach zusammenhangend

3) Unterbrochener Kreisring ist einfach zusammenhangend
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Beweis

1) Integrationstheorie=> dievon k eingeschlosserndachelasstsichbeliebiggenaudurcheine
Summe von achsenparallelen Rechtecken approximieren, die innerhalo kiegen.

= _f f(z)dz
k
lasst sich durch

iff(z)dz

i=1R
annahern,da sich die Beitrage von aneinanderstof3endenRechteckseitengegenseitig
wegheben. Also geniigt es, den Satz fur ein Rechteck zu zeigen.

2) Man definiert
[f(z2)dz=: «(R)
R

SOREON
D10

Halbiere die Sei4ten vorR, so dassyier gleiche Rechtecke entstehen.

[f(2)d z=_2ff(z)d z=:_;a(Ri).

i=1R

4

Jt(z)dz=:a(R)=2 [f(z)dz=: X a(R)

R i=1 i=1
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Es kanmlchtfur aIIe 4 RechteckeR, , I = .., 4 gelten:

& (R
R)<——,
d.h. es eX|st|ert einR, (dieses sei mitR"” bezeichnet) mit

(R 7 |« (R

Zerlege RY wieder in 4 gleiche Teile, daraus wahlt man @¥f’ mit

o (R?) = —= | (R)] .

4-4
Nach k Schritten:

[ (21072 IR ()

R(k)

Jedesder Rechteckedie (*) erfilllen, liegt ganzin allen vorausgehendeRechteckenR" . Die
SeitenlangelieserRechteckeR*’ konvergiertgeger0. Also gibt esgenaueinenPunkt z,, derin
allen RechteckenrR™’ fiir beliebige k liegt. Wegen z,€ G ist f (z) in z, holomorph,undes
gilt:

f(z)=1(z)+f(2)(z-2)+e(2)(2-2)

mit

lim e (z)=0

also:

Rfmf (z)d z (z,) wad z+ f (z,) u‘fk](z—zo)d Z+Rfm e(z)(z—2z,)d z (**)

z,+ia b z+ia+b
>
a ° Y
ZO
<
z z,+b

Da R* aachsenpatr)allel istd gilt:
[dz=fidt+[dt+[idt+fdt=0
R*) 0 0 a b

2. Integral in (**):
a b
f(z—zo)d z=f(zl+it—zo)idt+f(zl+i a+t—z,)dt+
R%) 0 %;—’ 0
0 0

b 0
+f(z,+it+b-z)idt+ [(z,+t—2z)dt=[iadt+[bidt=iab-bia=0
a b 0 a

3. Integral in (**):

z)d z|<1I- max|g )|

zeR¥

I ; Lange des Integrationswegs
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Auf R* nimmt |€ (z)| ein Maximum &, an. Ist die SeitenlangalesRechtecksR gleich A
bzw. B, soistdie vonR™ : A/2* bzw. B/2*. AuRerdem gilt aufR™"

z—zosi(A+B):>
2k

Damit erhalt man:

)
R( )

guuz—z&dﬂs§4A+B)Pm§wA+Bﬂ:4<A+Bffm%

Einsetzen in (*)=

2(A+B) e, >]x(R)
Wegen

lime =0

k - o

folgt @ (R)=0.

Folgerungen

1.)Seienzwei stiickweisestetig differenzierbaregeschlossenaloppelpunktfreieKurven K, und

2)

http

k, gegebenwobei k, ganzim Innerenvon K, liegt. Die Funktion f seiholomorphin einem
Gebiet G, das das Ringgebiet zwischdfy und k, enthalt. Dann gilt:

jf dz_jf

fur gleich orlentlerteskl Ky

C,, C, liegen in einem Gebiet, in denfi holomorph ist=

jf dz_jf Jdz=0=

jf dz+jf dz—ff )dz—[f(z)dz=0
c, ky

Man sagt: k; und k, lassensichin G stetig ineinander transformieren, oder k; und k,
sind (bezlglichG ) homotop.
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Sei k ein geschlossenerdoppelpunktfreier,stiickweisestetig differenzierbarerweg und
k,, ..., k, ebenfallsgeschlossenind doppelpunktfreiwobeialle k; im Innengebietvon k
und jedesk; im AuBengebiet der anderef liegt. k, k; , ..., k, seien gleich orientiert.
Die Funktion f seiholomorphin einemGebiet G, dasdasRinggebietzwischen k undallen
ki enthalt. Dann gilt:

[f(z)d z=iff(z)d z.

3.)Ist f in einemeinfachzusammenhéngendd&bebiet G holomorph,so definiert man fur ein
festes 2, € G :

F(z):=fzf(z)dz zeG

eine eindeutig bestimmte holomorphe FunktiBnmit F' (z)=f (z).
Beweis Existenz und Eindeutigkeit wegen des Satzes von Cauchy.
Fur z, z,€G gilt:

F(z)—F(zl)=jf(z)dz

und f (2)=f(z)+¢e(2).
Also:

F(z)—F(zl)=f(zl)(z—zl)+js(z)d z
PR ) s

Fur z— z, strebte (z) gegen Null, also auch,, :
F(z)-F

zZ— 7 1

http://www.skriptweb.de



9.3 Integralsatze Seite43/69

Andere Formulierung: Die Funktion sei holomorph in einem Gebiet G. kc G sei eine
geschlosseneoppelpunktfreie(stickweisestetig differenzierbare)positiv orientierte Kurve. z
liege im Inneren vonk . k sei homotop zu einem Punkt, € G . Dann gilt:

f(z)zziiff(w)dw

w—z
Bemerkung:
_(flw)
f(z)—{ y— dw

1) Liegt ze G aulBRerhalbvon k, soist der Integrand holomorphim Innerenvon k.
Nach dem Cauchyschen Integralsatz gilt dann:

Fw) oo
Zni{W—ZdW_O'

2) Der Satz driicktf (z) durch die Werte vonf auf einer Kurve umz aus. So etwas ist
fur C” -Funktionemicht méglich.

(Beispiel: exp(—1/x*) lasst sich nicht als Reihe entwickeln)

Beweis Es qilt;

f(w) 1 f(z) 1 f(w)—"f(2) B
2ni{w—zdw_2ni{w—zdw+2ni{ w—z aw=0.
1. Integral:

21 i
f(z) 1 _f(z) po€?”. B
27 {W—ZdW_ZTTi "!gei“’ld(p_f(z)

denn: Deformierek zu einem Kreis umz mit Radius o :

W=z+p€?, g—tw=gei“°i(p‘;

Wabhle im 2. Integrale so klein, dass fire > 0 gilt;

f(w)—f(2)|<e= 1_J.f(w)_f<z)dwsi£2rrg=e
2miy,  w-z 21 o '

Da ¢ > OfwiIIkUrIi%:h ist, folgt:
L fw=f(z) o
” wW-—z

29

Satz(letztesSemester);Wenn die reelle Funktion g (x, y) mit X, Y€ R im abgeschlossenen
Rech:tjecka <x<b, Csys d einestetigeAbleitung nachx besitzt, gilt:

d d .
a;{gw,wdy={5; (x,y)dy.

WendediesenSatzauf den Real-und Imaginarteilvon komplexenFunktionenan = er gilt auch
fur komplexe Funktionen.

iy L f (w)
f (z)—27Ti {(W_Z)Zdw
f(n)(z>_ n! J‘ f(W)

_21.(' ! (W_Z)n+1

dw

Also: ™ wird dargestellidurchein Integraliiber f. Diesesexistiertfiir holomorpheFunktionen
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immer. =

Bemerkung: Umkehrung des Cauchyschen Integralsatzes
Beweis Folgerung 3 zum Cauchyschen Integralsatz 9.12: Dort wird bendtigt, dass

F(z)=ff(w)dw

Wegunabt?langig;t. Offensichtlichgilt: F' (z)=f (z) furalle ze G. Alsoist F holomorph
und damit auch alle Ableitungen nach 9.14, insbesondere

Bemerkungen:
1.)Nachden Vereinbarungeram BeginndesKapitelsist « € C . Setzel/w : =0 und
1/0: =w.

2.)Der Satz macht keine Aussageiiber die Punkte auf dem Rand |z|=1/u des
Konvergenzkreises. Hier muss jede Reihe fur sich untersucht werden; z.B. divergiert

2.7

n
in alllen z mit |zl =1. Andererseits divergiert
aber

Z(_l)n+1

n

konvergiert.
Also I§onvergiert die Reihe

z
2
in einigen Randpunkten, aber nicht in allen.
3.)Gewohnlich hat man es mit Reihen der Form

=In 2

S|
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Zak(z_zo)k

zu tun. Wende den Satz sinngemalf an.

Beweis
1.)Wurzelkriterium

Z ‘bk| b eC
K=0

kanm\?ggjﬁrt, falls
lim {b| <1

k - o

Setzeb, :=a, Z'=

lim 'i/m=|z|-u<1fijr|z|<%.
k - o

Aussage uber die Divergenz folgt ebenfalls aus dem Wurzelkriterium.
2.)Der Fall

p=0=lim Vja,|=0=lim {[a,]
k — k — o

heil3t:
Kk ..
sYOnglN Vg <efurk=n,
Fir ein beliebiges ze € wéhle € : =1/(2|z]) . Fir k > n ist dann k\/|ak z"| <1/2, also
auch 1
lim Y]a, Z[<=<1.
kl—mo ‘ K z ‘< 2 =
Beispiet

27
k=0

Wahle z=1/2+i/2 (innerhalb des Konvergenzradius)> =1/42i, z*=-1/4, #=1/16.
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Beweis Der Radius des Konvergenzkreises von
da
k
sei r =1/n. Wahle eine Zahlp und 0 <o <r und z€ C mit |Z| <o . Dannist

; ‘ak‘ 0"

konvergent, d.h. fur alle > 0 existiert einn &€ IN mit
n+1

n+p
|an+1|g +...+|an+p|g <é&
firalle n>Nundalle p>1 =

n+1

2, 2t 2 < e [ a2 < e e | o

Dies gilt furalle z mit |z <o.

Beweis In 3 Schritten:

1.)Behauptung f ist stetigin G.
Sei ein Z,€G und ein € >0 gegeben.Wahle eine abgeschlossendlenge G' mit
z,€G' <G (0.B.d.A.: G' beschrankt= kompakt). Dannist f (z) in G' gleichmaRig
konvergent, (Elc.h.:

3 v 2:fd4<a

NeN zeG | _"V 11
Da die f, stetig sind, ist es auch die endliche Summe
N

ka(z

Daher existiert eine Umgebungd < G' von z, mit

Zf ifk(zo)<5

zeU
InUglltaIso
N N © ©
[f(2)—f(z) = Z -2 B (z)[+| X f(2+| X fi(z) <3¢
= k=0 k=N+1 k=N+1

2.)Behauptung Es gilt:

ff dz_ij
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fur Kurven k c G . Diese Reihe konvergiert its ( k hat die endliche Langé. .
Beweis Wegen der 1. Behauptung existiert

f f(z)dz

k
Da die Kurve k definitionsgemal eine abgeschlossene Menge ist, konvergiert

ZfI(Z)

auf k gleichmafig. Fure > 0 existiert also einN € IN mit

ff(z)dz—iff,(z)dz=f if,( )d zl<e-L.

Beachte, dass fir dieses Ergeb@snichteinfach zusammenh&angend sein muss.
3.)Beweis von 9.18
a) Wahle ein z, € G . 2. Behauptung=

ff dz_fo dz-ZOO

fur geschlossenWege kin G, daalle f, in G holomorphsind. Nach dem Satz von
Morera (9.15) istf (z) in G regular.

b) Sei k jetzt so, dassz, im Inneren vonk liegt. Der Beweis zu 9.14 liefert:

(p) p! f(w f (w
2] = 27 ‘!(W—Z)’Hl ZZT(I'{(W—ZO)pH Zf
(2. Behauptung fUrwvf_(% )

c) Seien K = G einekompakteMengeund k = G einegeschlossenkurve. K liegeganzim
Inneren vonk.
Satzvon WeierstraREs existiertein minimaler Abstand ¢ > 0 zwischenjedem z€ K und
derKurve k (k und K sindabgeschlossen!gei ze€ K ein Punktim Innerenvon k. Da
K kompakt ist, konvergiert

lefl(Z)

gleichmafig:
Nir £P)(2) _|p [ f (w)
I=N+1 I |27Ti k(W—Z)p+1
Wenn N so gewahlt ist, dass

N +r

Z fi(w)<e

N +1
furalle r € N gilt. Damit ist die gleichmafige Konvergenz alf gezeigt.

1 Le¢
<%€p+1
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Sei G ein einfachzusammenhangend&ebiet,sei f stetigin G undsei k einegeschlossene
Kurve in G.

mmmmm

mmmmmmmmmmmmm

,ES gibt einfach zusammenhangende Mengen, die nicht zusammenhangend sind.”

9.5 Analytische Funktionen

f heiBtanalytischin M < C, wennsie sichin jedem z,€ M in eine Potenzreiheentwickeln
lasst. Wir wissen, dass alle analytischen Funktionen holomorph sind. Aber gilt die Umkehrung?

Der Konvergenzradiuger Reihe(*) enthéltdengro3tenKreisum z,, derganzin M liegt. Er ist
jedoch mdglicherweise gréRer, da Uber nichts weiter vorausgesetzt wird.

M

Beweis Der Radiusdesgrof3tenKreisesum Z,, derganzin M liegt, werdemit r bezeichnet.
Wir zeigendass D_a, (z— z,)" fur |z— z|<r konvergiertSei |z — z| = ¢ . Dannexistiert
ein o, mit ¢ <g, <r.Wahleeint € C mit |?;— zo|=g1 =

1 1 1 1 B i (z—2)"

-z _(g_ Zo)_(z_ Zo) C - Z, 1_(2_ Zo)/(g_ Zo) n=0(C— Zo)n+1
Diese geometrische Reihe konvergiert wegen
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2 -2 _e
‘C - Zo‘ 01
Die Menge { ZHZ — 7y < Ql} ist kompakt.
Jede auf einer kompakten Menge konvergenteFolge konvergiert dort gleichmafig. Also
konvergiert unsere Reihe i@ und € gleichmaRig.

Da f holomorph ist, ist es auf dieser Kreisscheibe beschrankt. Also ist mit
1 auch g)
-z -z

gleichmafig konvergent und darf gliedweise integriert werden.

1 f f(C)dC=i 1f f(2) (z—2)de -

<1.

27T| ‘§72‘=91C_Z n=027Ti (C_ZO)rH—l
S n 1 n . n
=Zf()(20)ﬁ(2—20)=Zan(Z—ZO)
n=0 . n=0

Also: Fur komplexd=unktionen ist ,analytisch* und ,holomorph* gleichbedeutend.

Beweis Zu zeigen: a, = b, . Dazu: Induktion nach .

1.)Induktionsanfang:n = 0 : Wahle Punktez, aus {Zz};cy mit
lim z =z,
k —
Wegen
lim f(z)=1Img(z)

k - o k - o

und wegen
f(z)=1im f(z),9(z)=limg(z)

— 0 k — o

(gleichmaRige Konvergenz von Potenzreihen im Inneren des Konvergenzradius 13atz
und wegenf (z,) =g (z) folgt f (z,) =9 (2),und darausa, =b, .

2.)Sei a, = b, fur i <m, Wie oben wahlt man Punkte, mit:

Zan(zk_zo)n= an(zk_zo)n-
n=0 n=0

Wegen z, # Z, kann man durch z, — z,
Wegen &, = b, fir i <m entsteht:

)™ kiirzen.
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Ani1 T Anpio ( Z — Zo) t...= bm+1 + bm+2 ( Z — ZO) +....
Im Limes z, — z, folgt a,.,=Db,.,.
Bemerkung: Satz9.20 gilt auch fur reelle Funktionen,wéhrend Satz9.19 nur fir komplexe
Funktionen gilt. Gegenbeispiek™/* .

—1/x* —1/x —1/x
Fix)=28— 1 =228
L'Hospital:
3 4 2
jim £ (x) = lim 22X _gjim X _ g im X 3y X3y g g
x—0 g’” x-01/x% e'* x-0e™  2x-01/x* e 2x-0

Analog far ', .

=) = expl-1 8020

Beweis Sei z€ G beliebig.Zu zeigen: f (z) =g (z) . Verbinde z und z, durcheineKurve k
,diein G liegt. Moglich,da G als Gebietzusammenhangenst. Wegender Offenheitvon G
enthélt k keinenRandpunkivon G . Also existiertein ¢ >0, sodasgederPunktvon k einen
Abstand > vom Randvon G besitzt. Schlageum 2z, einenKreis K, mit Radius ¢ .
Satz9.20 = f(Z)=g(Z) fir alle Z €K,. Teile die Kurve k durch die Punkte
Zy, 2, ..., Z, = Z in Teilstickemit einerLange ¢ <o . Schlageum jedes z einenKreis
K, mit Radius o .

Wegen g <pg ist z ., in K; enthaltenGilt daher f (z) =g (z) in K;, dannauchin einer
Umgebung vonz; ., und somitinK; ;.
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Prinzip der analytischen Fortsetzung

1
1-2z

Sei eine Potenzreihe Z a,(z—z,)" gegebendie einenKonvergenzradiusr < a besitzt. Wir
nehmen an, dass es mindestens einen Pankiuf dem Rand gibt, der eine Umgebukly, besitzt,
in der f holomorphist. Dann lasst sich ein Kreis K, um 2z, bestimmen,der ganz im
Holomorphiegebiet vonf liegt, aber Giber den urspriinglichen Konvergenzkreis hinaus ragt.
Mansagt, f wurdeanalytischfortgesetzt Oft lasstsich f nochiber K, hinausin einenzweiten
Kreis K, fortsetzen usw.

Beispiet
N : : 1
f(z)= D, Z" (geometrische Reihef (z) = )
n=0 -
Konvergenzradius = 1. Zweite Reihenentwicklung us=i :
1 1 1 1 1 &fz—i)
L Ak =Rl oy puy ey S Bk ey -y v gy Rk Z(l—i)
Konvergenzradius:

im §-2 | =2
1—i r

Sr=[1-il=12.

9.6 Holomorphe Erganzung reeller Funktionen

e

/// /// T
A

% o

z

http://www.skriptweb.de



Seite52/69

9.6 Holomorphe Ergénzung reeller Funktionen

Beispiet

1)g(x)=
Potenzreihe:

X

0 n
X
€=) =— Xx€ER
n=o N
= holomorphe Fortsetzung i€ : x — z:

0 n
VA
ZZ—' zeC
n—On'

Konvergenz auf dem ganze@ .

Analog:
cosr—i(—l)” z”’ 1(eizﬁ—e_iz)

- 2n! 2
) 0 Z2r1+l <|z —iz)
Sin 2. =n:O 2n+1) Z e e

0 2n

_ _1 z z
coshz: —n;) ] 2(e +e7)

B 0 2n+1 _1< )
Es folgt:

coshi z=cosz
1/i sinhi z=sin z

0 o n
ez= ez— Ltz _ ez0 ez—zozezO z (Z ZO)
n=0 n!

2)g(x)=Inx
In X =1In (X, + (X —X,)) =In X, +In <1+X_

-

E
7

Konvergenzradius nach Cauchy Hadamard:

——I|m1/ = lim
n-Xg nXo Xo

Fiur X, — c erhalt man Konvergenz auf der ganzen rechten Halbebene.

Also: Definiere In z durch
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0 (_ )nfl
Inz=In X+ X, ———(z—X,)"
n=1 N X,

2. Methoc!e Definiere In z durch:

Inz:=deW(*)

Fir Re z >0 stimmt diese Definition mit der 1. Giberein.

Beweis Auf der reellen Achse (mit x >0) stimmen beide Funktionen tGiberein. Beide
Funktionen sind in Reihen entwickelbar. Identitatssatz fir PotenzrethdBehauptung.

Integrandvon (*) ist fur alle w#0 holomorph = (*) definiert In z Uberall, solangeder
Integrationsweg durch O geht.

Aber: Der Cauchyschelntegralsatz gilt hier nicht (Definitionsbereichist nicht einfach
zusammenhé&ngend).

1. Losung: ein Schnitt von 0 bis-o .

[Grafik]
// \\kl
£ 1 _;“|Z|
\\ /k
N P
i X
d_W=J‘d_W+ d_W=|n|2|+f|Z|+e il(pd(p=|n|2|+i7T
ky W 1 W kreis1 W 0 | |
i ¢

Analog auf K, :

dw .
[=—==mnl|g-in
dw

2
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Beim Uberqueren des Schnitts ergibt sich ein Sprung w@nr i .

3. Methode In x ist die Umkehrfunktion vone*.
w=we?=wée P =we??*" nez
Umkehrfunktion vone®:
INnw=z=In|w+iagw+n-2mi

(‘argw : der Winkel der komplexen Zahl)

Fureinfestesne Z ist In w eindeutig.Man nenntdie dadurchbestimmteFunktionden n -
tenZweig des Logarithmus Der O-te Zweig heil3auptwert. Konvention: —m <argw < 1 .

Ldosung: Man nimmt als Definitionsbereichvon In w nicht die komplexe Ebene,sondern
unendlichviele solcheEbenenWie eine Wendeltreppeoder ein aufgeschnitteneRadi mit der
Achse im Nullpunkt. Jedern wird dabei ein Blatt des Rettichs zugeordnet.

Das gesamteDefinitionsgebietvon In z, also die GesamtheidieserEbenen,nenntman eine
Riemannsche Flache

Definition: Eine RiemannscheFlache F ist einezusammenhangendéenge,
in der gewisse Untermengen ausgezeichnet sind, die ,offene Mengen* heif3en.

(DEO (Durschnittendlichvieler offener Mengen),VUO (Vereinigungunendlichvieler offener
Mengen), die leere Meng® und die Riemannsche FlacHe sind offen.)

1 soll

Zu jedem pe F existierteine UmgebungU , und eine Abbildung 7,: U ,—=C, ¢
existieren und sowohtr T;l sollen stetig sein.
Ist von zwei Punkten p, q der DurchschnittU ,NU  # & , soist T,° t;l eine Abbildung
einer Teilmenge vorC in C . Sie sei holomorph.
Ein ,Blatt“ der Riemannschen Flache vdn w ist durch ein festesh in
INnw=In|wl+iargw+n-2mi
definiert.

3.) g (x)="{x
Im Reellenist Yx eine (eindeutige) Funktion (per Definiton JVi=+1). x*=1,
X=+1=+1.
Im Komplexen: {z: =w alsLésungvon z=w" (hier nimmt manalle Lésungenjm Reellen
nur die positive Losung).

Zunachst: seiz =1 . Gesucht:w mit
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wW-w-...-w=1
n -mal
Bei einer Multiplikation werdendie Betrageder Faktorenmultipliziert und die Winkel addiert
= |w[=1,
2n; 221 ni 2
w,=e" ,w,=e "

,w,=e "
Diese w, heifl3enn -te Einheitswurzeln

1

Ist a€ C beliebig, a=p €

so lasst sich dien -te Wurzel z von a schreiben als
.
@

z=Va=Voe"w,

n verschieden&unktionswerte=> n komplexeEbenerfiir dasUrbild z = {0 eindeutig= alle
drei EbenenBlatter genannthaben0 gemeinsamDaherheildt z=0 Verzweigungspunkt der
Riemannschen Flache. ,Anfang“ und ,Ende* dieser Blatter sind miteinander verklebt

Ty

z=1w

9.7 Laurent-Reihen

Bisher: Potenzreihen der Form

Zan<z_zo)n

Jetzt auch Potenzreihen der Form
0

Z a,(z—1z)
Setze:
1
z—2,: =
W — W,
= Reihe:

Za (z—z)" Za

(w—w,)"

Sei der Konvergenzradlusder zweiten Reihe s (d.h. konvergiert fur

W—W,<Ss), dann
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konvergiert die erste Reihe fig — z,>1/s=:r,

Konvergiert eine zweite Reihe
z bn ( Z— ZO)n
1
fiir |z— z <R mit R> r, so betrachtet man die zusammengesetzte Reihe
0 0 00
(*) ch(z_ Zo)n: =Zan(z_ Zo)n+zbn(z_ Zo)n’
— 0 — 0 1

c =8, firn=<0
) b, fir n>0"

die im Kreisring r <|z| < R konvergiert.

Definition und Satz 9.2.2 Eine Reihe der Gestalt (*) heil3t Laurent-Reihe. Sie
konvergiert(wenniiberhauptym InnerendesKreisrings r <|zl < R, wobei r der
Konvergenzradius von

0

; a (z—z)
und R der von
Z bn ( Z— Zo)n
0

ist.
In diesem Kreisring ist die Reihe holomorph.

-1
; CI"I Zn

heiRBtHauptteil der Reihe.

Die letzte Ausssage (Holomorphie) folgt aus dem Korollar zu S4tg.
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Beweis Zu einembeliebigen ze G wahlt manzwei Kreise K, , K, um 2z, diein G liegen,
und zwischendenen z liegt. K, , K, seienpositiv orientiert. Durch zwei Verbindungslinien
V,,V, entstehenlie geschlossenekurven C, , C,, die auseinemTeil von K,, —K, und
+V,, _V bestehen.z liegt in einem C; , dies seiC; .

f(z)= 1. f (w )dw+ 1. 1:<W)dw= 1.ff(w)dw— 1.ff<w)dw
2wl W—2Z 2wl W—12 2mi g W=z 21l g W—2
Auf K;:
1 1 1 & (z2=z)
= =2 —— (1
w—z w-—2,1-(z-2z)/(w—z) n;)(W—Zo)nH()
Auf K,:

1 -1 1 % (w=g)
W—Z_Z—Zol—(W—ZO)/(Z—ZO)_ nZ:o(Z—ZO)nJrl (2)
Wegen
z—2,

<1
w— z,
auf K, konvergiert (1) aufK, .
Wegen
W — z,
<1

z- z,

auf K, konvergiert (1) aufK,

Sei

a,=: 1.f f<W)n+ldW n=0,
21TIK1(W_ZO)

a,: ank[f w—12)"'dw; n>0

Damit entsteht aus (1):

0 -1
= z a,(z- Zo)n"';an(z_ Zo)n
ELndeutigk((-;-it: Annahme: Es gibt eine zweite Laurent-Reihe
2.b,(z
0 )
Shy(z-z)=f(z)=Ya,(z-2)
fur alle ze G -

Multipliziere dieseGleichungmit (z — zo)""1 und integriereum einenKreis K um Z,,
KcG.

(**) fibn(Z—Zo)"_k‘ld z=fian(z—zo)"_"‘ld z

Gleichmé&Rige Konvergenz Summenzeichen und Integral durfen vertauscht werden. Wegen:

[(z—2)Pdz=]2mifirp=—1
« i 0 sonst

(siehe unten) entsteht aus (*f), -2 mi=a,2mi, also b, =a,.
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Beweis O.B.d.A.: K seieinKreisum Z, (vgl. Folgerungl zu 9.12).Die Punkteauf K schreibt
manals: _ _
z2=2,+0€%=2(z2-2)=0"€’?;dz=p€"idp;
21 21

J‘(Z_Zo)pd Z=fgpelpq).gel(p.|d(p=lfgp+1e|(p+1)¢d(p
K 0 0

wedgen

2m 2

fCOSIﬂ(pdcp=O=fsinncpd(p

0 0

fir ne Z —{0} .

Esbleibtnurn=0,d.h. p+1=0 oder p=—1; vgl. Beispiel 1 zu 9.10.

Definition 9.25 f seiin z,€ C nicht holomorph,jedochin allen anderenPunkten
einerUmgebungU von Zz,. Dannheil3t z, isolierte Singularitat (oderisolierter

singularer Punkt) von f. Entwickeltmandieses f in eineLaurent-Reihen der
Stelle z,;

f(2)=2a,(z-2),
so kdnnen endlich viele oder unendlich viede mit n <0 ungleich 0 sein.
Im 2. Fall heil3t z, wesentlicheSingularitat, im 1. Fall Pol k-ter Ordnung, wo

k durch

f(2)= 2 a,(z—2); a,=0

definiert ist.

Einein einemGebiet G bis auf Pole holomorpheFunktion heil3tmeromorph in
G.

Beweis |f (z)| ist eine reelle Funktion, die Eigenschaft ist aus dem Reellen bekannt.
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., Das kommt von friiher, als jede Nation die Scitze nach ihren eigenen Leuten benannt hat, aber
heute ist es nicht viel anders, da wird alles nach Amerikanern benannt, egal ob sie was
damit zu tun haben oder nicht. *

Beweis: Sehr kompliziert, einer der mathematischen Glanzleistungen des 19. Jahrhunderts. Daher:
hier nicht aufgefiihrt.

9.8 Der Residuensatz

Sei k eine Kurve, die homotop zu einem Kreis ist. In ihrem Inneren liege ein Punkt Z,, an dem f
eine isolierte Singularitdt hat. Sonst sei f im Inneren von k und auf k holomorph. Laurent-
Entwicklung:

= Z an(z_ZO)na

n=-o

die auf k konvergiert: Im Inneren des Konvergenzradius. Daher ist die Konvergenz sogar
gleichméBig. = Fijr positiv orientiertes k:

ff )d z= fZa (z—z) dz—Zafz z,)'dz=2mia,,

(Satz 9.24)

1
f f(z)d z=:resf heift Residuum von f an der Stelle

Definition: 8 ; = =
2miy 7,

z,.

Mehrere isolierte Singularititen innerhalb von k:
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Z; : Singularititen
3

Integral tiber k: z Integral, die jeweils nur die Singularitdt Z; umschlief3t.
i=1

Zusammenfassung:

Beweis: Berechne die Residuenvon f' (z)/(2 i f(z)):

~

a) Sei 2z, eine Nullstelle [-ter Ordnung, dh. f(z)=(z—2z) f(z); f(z,)#0 und
f (z;) beschriinkt.

Flz)_ 1t + regultiecTEarme

f(z) oz zZ
d.h. das Residuum an einer [ -fachen Nullstelle ist [ .
b) Sei z, ein Pol k-ter Ordnung, d.h. f(z)=(z—z,) " f(z): F(z,) #0 und beschrinkt
in Z,.
f' (Z) =_k(7—_ zz)_k_lf(zz) +(7—_ Zz)_k f' (Z)

i((;“)) B z_—kzz + regultiivsTEarme

Behauptung folgt aus dem Residuensatz.

Beispiele:
1.)Berechne
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f( 221+z5)dz;
k \ Z —

k:Kreis |z—1f =1 (d.h. um 1 mit Radius 1), positiv orientiert.

a) Residuen: Summand® ist holomorph;
2 _ 2
-1 (z+1)(z-1)
2Pole: z=+1.
Residyuma, z=-1:

2
-1,
Z_lz=—1

Residuuma, z=+1:

2
=1
zZ+1|,- 4

b) Residuensatz: Nur Pol az = 1 interessant:

{

> l+25 dz=2mwi-1=2mi,
K Z +

2.)Residuen von:

i Z

e
Z+(3-i)z—-3i
Nullstellen: i ,—3 = Nenner:(z—i)(z+3)
Pol z—i: Residuum
e’ 1 1
z+32=i=_em

Pol z+ 3: Residuum

i z —3i

e __e
zZ—il,__5 —3—i
3.)Zweifacher Pol: Berechne Residuen von
f(z)= e e

2(Z+17 z(z—if(z+i)
3 Pole: z=0 (einfach), z=*i (jeweils zweifach)

Pol z=i:
f(z)=:9(z) ——
(z—1)

Taylorentwicklungvon g (z) an der Stelle z=i
Koeffizient von (z — i) dieser Entwicklung.
Definiere z=:i+w=
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jw—1

g(2)=—
(i+w)(2i+w)
Entwickle dies nach Potenzen vom; nur lineare Glieder:

eiW*l=E(1+iw+...)

ijwziu}iW)z—i(1+iw+...)
(2i—1FW)2=—4(1+?N/(2i))2=_%<1_22_wl+ >
fl2)=9(2) =7
g(z)=4Le—%—4—We—%+héherePotenzeﬁﬁ—%+

= Residuumvonf (z) an z=i ist —3/(4 e)

Pole k -ter Ordnung: Schreibe

__9(z)
f<Z)_(Z_Zo)k ()’

wobei g (z) in z, holomorphseinmuss, g ( z,) # 0. Dannist der Koeffizientvon (z — zo)k*1

das gesuchte Residuum an der Stefle

Einfache Rechenmethode:
9(z)=(z—12,) f(2) (aus*)
Satz9.19:

1 _
ak-1=m gk 1(20)

a, _, : Koeffizient von ( z — z,
k-1

1 d
S k= a7 [(z=2)" 1 (2)

Nitzliche Formel bei Polen1. Ordnung:Seiendie Funktionen g (z), h(z) um z, holomorph
undseig(z,)=0, g (z,)#0, h(z)#0.Dann gilt:

"' in der Taylorentwicklung vorg (z) =

resn=h<Z°)
n 9 9 (%)
Beweis
h(z) h(z)+N (z)(z—2)+12h" (z)(z— 2z ) +...
g(z)_ g(20)+g'(20)(2—20)+... -
n(z) W)zt
0 (Z)(z—2z9)+... 9 (2)(z2—12)+
h<zo) ~h
= resf mit f:=—
2 9' () g
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9.9 Anwendung der Residuentheorie zur Berechnung von Integralen
Beispiele

1.)Integrale der Form:
2m

f R(sint,cost)dt

R: rationale Funktion, die auf dem Kreig” + y* = 1 keine Pole besitzt.
R=R(x,y); x=cost, y=sint;
Setzez:=¢€', dz=i€'dt=izdt.

2m
[dt..
0

geht in das Integral Gber den Einheitskreis tber.

R A S A W | 1
sint =L (' ") = 2|<z )
2m
1 1) 1 1 z
{R(smt cost)dt= |ZI1R(2_<Z_E>'§<Z+E>>E_

o sefie(4 () 3(-2)

Summe Uber die Residuen aller Singularitaten innerhalb des Einheitskreises.
Beispiet Seia€eR,a>1.

dt 1 21 .
"(': a+sint Zres[z a+1/(2i)(z—1/z)]_27T zreszz+2i az-1'

Nullstellen des Nennersz, ,=—ia=+iva’—1.
Wegen a>1 liegt z =-ia—iva’—1 auRerhalb des Einheitskreises, dagegen

z,=—i a+iVa’—1 innerhalb.

Tht L, 20 __2m
, at+sint z,— 7, Vai—1

(z—=2)(z—-2,)

2.)Integrale der Form

_fR(x)dx

R: rationaleFunktionohnereelle Pole; aul3erdenmussdiesesintegralexistieren,wir nehmen
also an:
lim x-R(x)=0

|X‘—>fX)
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Betrachte

(1)fR dx+fR Jdz=2mi Y res(R(z)).

Imz>0 %

Dabel istk ein posmv orientierter Halbkreis um O in der oberen Halbebene.
1. Integral

ff(x)dx

konvergiert, wenn
lim f (x) <

X —

giltmit £ >0.

1+ ¢
X

2. Integral
(9
fg—o( d X
o X

mit g (0) #0 konvergiert genau flx <1 .

fR Jdz—0flirr - oo

dz‘<M()r-n

M( ) : Maximum von |R (z)| auf k.
Es qilt:
lim M (r)-r=0

r — oo

Da R eine rationale Funktion ist,

( f, g Polynome), mit
lim x R(x)=0

[X| = o

folgt, dassGradg (x)>Grad f (x)+ 2.
Falls R keinerationale Funktion ist: Schluss wird falsch, d.h. es muss in jedem Fall

fR Jdz—-0flurr - oo

elgens bewiesen werden.

Bemerkung: Statt k hatte manaucheinennegativorientiertenKreisbogen | in der
unteren Halbebene verwenden kdnnen.

(2)__TR(X) x-Ilm[fR dx+fR ]=—2ni > resR(z).

r—ow imz <0 %
Fur reelle Polynomesind (1) und (2) glelch, d.h. die Summeder Residuerin deroberenundin
der unterenHalbebenast 0. Fir reelle Polynomegilt: Die Nullstellen sind entwedemreell oder
Paare konjugiert komplexer Zahlen.

P(X)=(Xx—x%)"+(x=%)+... (XxEC, KkEN, P reell)
= zujedemX, muss einx. existieren mit dem gleicherk; .
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3.)Integrale der Form:
[ f(x)€e*dx
Methode wie in 2.)

Beweis Zu zeigen:
Jf(z)é*dz=0
k
wo Kk ein positiv orientierterHalbkreisin deroberenHalbebenaim 0 mit Radius r ist undder
Limes r — o betrachtet wird.
Sei z=:ré* und
M (r):=max|f (z)

zek
Voraussetzung=
lim M (r)=0

r— o

[t(2)€"d z‘slim M(r)[re™""de
k

r— o

mit:
i z | Al T (cosp+ising) j _ i r cos —r sin
€ 2d 7 =|g et dedp|=rdeld e
/2 /2 2=1 2

e_rsm(pl'd(p=2fe_rSIn(Prd(PSZfe" ‘Prd(pszfen ‘Pd(r(p)=1-(
0 0 0

O &=y 3

ylk
y =X
=12y
L b -- 4 S
| 2
|
|
> o
s
2
Beispiet
T CcoSX 1 re*+e'” e
joosx g _Ljeire foe* g
0 X°+1 29 x+1 T X 4+1

Satz9.30: Residueng * ist holomorph;
1/(x*+1)=1/[(x+1i)(x—1i)] 2 einfachePole an z= =i, hier ist nur der Pol mit z=+i
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interessant.
Residuum anz = +i ist:

i X ©

€T L eosxy,_ T
X+ile; 2ie 3 x+1 2e
4. Integrale der Form:

fi‘xx)dx;aelR,O<o<<1

s X

Wegen x < 1 konvergiertdasintegralanderunterenintegrationsgrenz€R seiholomorphauf

IR, ). Damit es an der oberen Grenze konvergiert, soll gelten:

lim x-R(x)=KeR

da « >0 ist.

Beachte:
f g(x)dx
konvergiert, wenn

lim g (x) < ;e>0

- Jl+¢e?
X

X — 0

Analytische Fortsetzung z* von x* mussnoch eindeutigerklart werden,d.h. es mussder

Zweig dieser Funktion bestimmt werden.

Ix

N
J

Bemerkung: a°: =" ¥ =¢glnar2rik . ez
Ln a: ,Hauptzweig“von In a
O<argbna<2m

Wir legen fest, das® < arg z <2 m gelten soll:
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K. seider Kreis um 0 mit Radius >0
K, seider Kreis um 0 mit Radiug > ¢

(alle Kreise seien inpositiven Sinnelurchlaufen!)
k sei die gesamte Kurve:

f@d Z=I%dz+f%d z+j%ax)d><—e_2"mjmax>dx

X
k K K, £ X

Faktor ¢ 2™'* im letzten Term:

Z—(x =(62ni |Z|)_a =e—21‘ri¢x |Z|—lx
a) [RZaz=0.
K Z

Betrachte zunachst : € — C mit
limz-f(z)=0 *)

Z— 0

=

f f(z)d z‘s M(r)r-y—-0
Sektor T
,Sektor* ist ein Kreisbogenmit Radius r um 0 und mit Winkel y. M (r) ist das

Maximum von f ( z) auf diesem Sektor.

Fur r - oo folgt:
f f(z)dz=0

Sektor

Jetzt: R(2)
z
f(z)= — = fiir rationale R

Wiein 2.): aus
lim x-R(x)=KeR

X — 0
folgt auch:
lim z-R(z)=K
|2 — o .
= Voraussetzung (*) fir vorausgehende Uberlegungen ist erfullt.
Ist dagegenR nicht rational so muss maausatzlichfordern:

lim zR(z)sLeC’

Z— 0
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damit

f—R(aZ) dz=0
Kk Z

gilt.

b)f

Uberlegungen wie in a).

Gilt firein f:
imz-f(z)=0
z-0 !
so folgt:
lim f(z)d z‘slimM(r)-r-y=0
2 0 |sektor VHOT
f(Z)= R(aZ)
z

erfullt wegen « <1 diese Voraussetzung immer.

r

c)f Z<)dz (1—e’2"i“)fR(Z)dz

X

. Z

Dabel ist der Limess - 0 und r — o« zu nehmen.
Linke Seite:

2mi Y, resiaz)

z Z

Beispiel

T d x

o X* (1+x)

mit O<a<1,

1/(1+ x) ist eine rationale Funktior> keine Zusatzvoraussetzungen notig. Es gilt ja:

. lim x
lim x-R(x)= =1=:K
X = o0 (x) 1+ X
Einziger Polvon1/(1+ z) ist z=—1; Residuum von1/|
1 _ —TT i
? - Haupt_zweig1
== wegen & <
Also:
J‘dlxz :Znie—nia:<1_e—2nia)fdax
' (1+ z) 0 X
oder:
27T|= eni(x_e—nicx .J'dax
2isinm « 0 X <1+X)
J‘d X T

(1+x) sinn(x

6. Pole auf dem Integrationsweg
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Pol 1. Ordnung

>

Integrationswe
¢ «————
Beweis Da f (z) in Z, einen einfachen Pol besizt, ist die Laurent-Entwicklung
a a
flz)=—"—+a,+a,(z—z))+...=; — z
(7)== +ara(z-2) - 9(2)

mit einem in z, holomorpheng (z):
lim ‘fg(z)d zZ<lmM(e)-e-r=0
e—-0 !

e—0 K,

wo M (&) das Maximum von|g (z)| auf K, ist.
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