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Die Jordannormalform und ihre Anwendung auf Systeme homogener
linearer DGL mit konstanten Koeffizienten

X=AX

0. Lineare Abbildungen und Matrizen

V sei ein K -Vektorraum; K = IR, € (Kdrper)
V ist eine Menge von Vektoren

+ V XV -V kommutative
Gruppe
K-V -V skalare
Multiplikation

Beispiele V=R",C", n€IN; Polynomein x mit reellen Koeffizienten,Grad <n—1:
a,+a, x+...+a,_, x" .

Definition: Eine Menge B =(v,, ..., Vv,) von Vektoren v, €V heiRtBasisvon V,
wenn:
V; linear unabhangig sind, d.i, €K A, v, +...+A,Vv,=0=21,...A,=0
v, erzeugenV, d.h. lin (v, , ..., v)):={A, v, +...+A, Vv, ; A, eK| =V
Bemerkung:
1. Ist v; bis Vv, eineBasisvon V, soheil3t n die Dimension von V (unabhangigvon
der Basis).
2. Zu jedem Vektor veV gibt es genau eine (A,,...,A,)eK", so dass
V=A,V,+...+A,V,, B=(v,,..., V)

= zu jeder BasisB gibt es eineisomorphismus(d.h. eine bijektive lineare Abbildung).

Beispiet V Polynome vom Grad< 2, reelle KoeffizientenK =R ;
B=(1,x,x"); B =(1,14+x,1+x+x°);

1 1

1 IR3<ZV<(:B R*( o
1 1
x*+1eV;
1

pelo]=1-1+0-x+ 1 x?

1 eER €V eR €V €eR €V
Allgemein:

K" >V« K"
be b

http://www.skriptweb.de
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B'=(V'y,...,V',);
Vi = ZSJ'VIJ';
]
Matrix SZ(Sj)i,jzl,.u,n SijEK
Berechnung vorS = ¢ © ¢y :

S_l = f.bgl °¢g;
111
S'={o 1 1};
00 1
1 1
s*tl-1]=|{o ,
0 1
St=(s,);

vizz:sjiv'j;

j
V,=1-1+0-x+0-x*=1;
V,=1-1+1-x+0-xX’=1+x;
V,=1-1+1-x+1-xX=1+x+x*;

Berechnung der Inversen einer Matrix

Verfahren:Auf beidenSeitenwerdenimmer die gleichenUmformungengemacht(entwedemur
Spalten-odernur Zeilenumformungen)is T zur Einheitsmatrixgewordenst. Die Einheitsmatrix
auf der anderen Seite ist ann 7u* geworden.

1 0
T
0 1
1 0
T!
0 1

Definition: F : V — V istlinear, falls (v, v, , V,EV,A€R):
F (V1+V2)=F (V1)+ F (Vz)
F(A-v)=A-F (v)
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n B=M.(F) n
>
//K K \\
/ iB' \
| v F
bgodbg |V >V
\ A /
\\\\ T(bB//
— /
K" A= Mg (F) > K"
B=SAS"
Beispiet F (a+bx+cx’)=b+2cx
Berechnung vonA (B =(1, x, x%)):
F(1)=0,F (x)=1=1-1+0-x+0-x%;
F(x*)=2x;
010
= A=|0 0 2]|;
0 0O
1 -1 O 01 0\(1 11 011
B={o 1 -1]J{0 o0 2]J{0 1 1]J={0 0 2
0O 0 1 0O 0 0/J\O O 1 0 0O

Definition: Direkte Summe V =W, & W, | falls
L)V =W, +W, ={w, +w,|w, €W, , w, € W,}
()W, nW, ={(0]

= zu veV gibt esgenauein w, €W, und w,€ W, mit v=w, + W, , denn:existiertwegen

(1);

wegen (2):= W, =W, =W, —W,=0= w, =W, , W, =W, ;

Bemerkung:

1)Ist V;,...,V, Basisvon W; und W, ..., W, Basisvon W, (W,NnW,={0},
W, e W,=V), dannist(Vv,, ..., V,, W, ..., W,) BasisvonV.

2) W, ®W,=V
Ist Vi, ..., V, Basisvon W, , danngibt eseineBasis W, , ..., W, von W, , sodass
(Vi) oooy Vy, Wy, ..., W, ) BasisvonV ist.

3) Esgiltnicht (v, , ..., V,,,) BasisvonV =
Vi) s --- » Vi (n) ISt Basis vonW,
Vi -+ Vim ist Basis vonW,

4) Sei V=W, ®W,. F lineare AbbildungV —V mit F (w,) cW, .
Basis

B — Vi, ..., V,EW,
W,..., W, €W,
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0. Lineare Abbildungen und Matrizen Seite6/14

1. Jordansche Normalform
FK=FoFo..oF

-~
k -mal

Bemerkung: A;, A; nicht unbedingt verschieden fiir= j .
Aquivalenter Satz Zu Ac K"*" mit det(A—A1)=(A—A)"...-(A—=A)", r=1,7€K,
gibt es eine invertierbare Basge K" *",sodassS AS ' =J.
Beweis
1. Zerlegung in Hauptréume
Xe (A)=(A=2a)"...-(A =A,)"™ (charakteristisches Polynom); # A, fur i # |

Hau(F ,A;)=Ker(F —a;id )" (wenn r; =1, ist der Hauptraum gleich dem Eigenraum)
Kern: Ker G ={v|G v=0|

2. Beschrankung auf einen Hauptraum
Annahme: X (A)=(A —A,)"
V =Hau(F ,A,) =Ker(F —2,id)"

Bemerkung: Es gilt: H : =F — A, id istnilpotent, 3 minimalespeN: H?=0.
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1. Jordansche Normalform Seite7/14

Hier gilt namlich H" =0, d.h. 3 nur p<n mit H? =0

Beweis

1. V,:=KerH' ind Vektorraume. Es gilt:
(0f=V,cV,c...V, =V

(H%: =id)

Denn:

. VR u,vev,, d.h. H' v=0,H u=0,
H' (u+v)=H""H (u+v)=H"""(H u+Hu);
entsprechend ue H' ,falls ...=H' u+H'v=0; ueH'

. C:UEV,_,>Uuev,, i=1,..,p;

H *u=0=>HH *u=HO0=0; Hu=0; ® U€eV,
- #:FallsH'v=0= (*) H 'v=0furie(l,..., p|
>weV=>H"w=0=H'(H"”'w)=0

\%

= HP 'w=0= Ker H”"* =V . Widerspruch zur Minimalitét vonp !

2. Basis,von oben“: Hintergedankemanwendetwiederholt H an (bis manbei 0 ankommt).
Man bildet also jeweils einenBasisvektomit Hilfe von H auf denvorigenBasisvektorab
(stellt ihn als Linearkombinationdurch die anderenBasisvektorendar). In der Matrix

M, (H) bedeutetdas: in einem Jordan-Kéastcherist die erste Diagonale oberhalb der
Hauptdiagonald, alle andererElementesind O, weil derersteVektor (im Elementl,1) auf 0
(auf 0,1), der zweite Vektor (in 2,2) auf 1,2 usw. abgebildetwird. Die Breite desJordan-
Kastchens entpricht der Lange der Kette der Vektorraume.

Grund: Wenn man ,unten“ bei 0 anfangtund die Basisimmer wieder um einen Vektor
erweitert, kann es passierendassman ,steckenbleibt“— dahermussman von der anderen
Seite anfangen.

Beweis ist exakt beschrieben frischer. Lineare Algebra (Anhang B).

Rezept

- Berechnung der Eigenwerte und Vielfachheitgn
det(A—Al)=(A—=a)"...-(A=A)"
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- Fixiere A =A;:
V,=Ker(A—-2al)
V,=Ker(A—2al)

V,=Ker(A—-al)®

p minimal V,=V ., , oder p minimal mit dmV =r, .
Dann:V,=V, ;eU_ , V

u(p)

BasisvonU ,: u”, ..., u"
BasisvonU ,_;: (A=A 1) u®, ... (A=al)yuP

=V, ,0U,

- Jordannormalformim erstenKastchen |, ElementeBreite p; zweitesKastchen:|,_,

Elemente, Breitep — 1 usw.

Beispiet
0 1
0
0
A= 0 0 1
2 1 0 -121
2 -1 1
1. Eigenwerte:
det(A—Al)=...=2%(aA
EW: A,=0,r,=3; A,=1,r,=3;
2. A, =0
H=A-2A1;
(
0
0
V,=Ker A=Lin{| ],
0
0
0
\
Basis (2-dimensional):
f 1 0\
0 0
0 1 >
0o]'lo
0 0
-2 0
\ )

Vi=VeaU,, V,={0};
U,=Lin {u, u?} mit
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1. Jordansche Normalform Seite9/14

0 1
0 0
o= 2] =] €
0 0
0 -1

uf) bedeutet: 1. Hauptvektor 2. Stufe; Hauptvektoren 1. Stufe sind die Eigenvektoren.

000
00
2 10 O
H_21 -1 2 1
6 3 —2 3 3
210 1
( \
0 1 0
0 0 1
V,=KerH2=Lin{ ||, O1.] O |}
0 0 0
0 0 0
0 —2 -1
\ )
V2=V1®U2;
3. A, =
-1 1
-1
-1
H=A-2A, I =
2 -1 1
2 1 0 -111
2 -1 0
1 -2
1
2 1
H_210001
2 1 0 1
-2 3 0
-1 3
-1
-1
H®=
0O 0 0 00O
0O 0 0 00O
2 -5
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1. Jordansche Normalform Seitel0/14

(

—

0
0
V= Lin (1) > (1 Dimension)
1
0
k ‘ \ \
( 0 0 ( 0 0
0 0 0 0
- 0 0 - 0 0 . )
V., =Lin , = Lin ,
2 1 0 b 1 1 » (2 Dimensionen)
0 1 0 1
0 0 0 0
| ) | )
( \
0 0 0
0 0 0
vo=tin{[9].]9].1 9]}
1 0 0
0 1 0
0 0 1
\ )
Vy=V,0U,;
0 0 0
0 0 0
u® = 0 JHu® = 0 CHZ U = 0
0 0 1
0 1 1
1 0 0
01
0
- 0
J=SAS'=
11
11
1
1
1
- 1
St=
1
11
-2 -1 1
Beispiet DGL

Losung der DGLx = Ax A€ R"™" (¥)

1. Annahme: A = J (Jordannormalform)
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1. Jordansche Normalform Seitel1/14

Lésung: € '-c  ceR"

it
J,t
eJt_ e
it
A1 01
J; = =A | +
I I 1
A 0
r Elemente breit
J, 0
J= 0 + I +..
0 0
01 01
AL+l ¢ 1 t ( 1)t
&t 0 _e'te 0
2 AN
ALt i At
e = =e I
2w
o gk K
Jt
e =
2w
01 ‘
Lt 0 1 0 1
0 < k
e = t“ =1+ t+
k;, 1 1
0 0
0 00 1 0 00O 1 0 1
2 A t3 Do tr-1
+ —+| —+... 4|
OO0 1] 2! 0 0O 1] 3! 0o - 1] (r—1)
00 0 0 0O 0 o - 0
t? t
1 t —
2! (r—121)
gt ht e
21
t
0 1

2. AllgemeinerFal: S AS*=J A=S'JS
(darauf achten, dass man richtig von links und rechts dranmultipliziert)
Lésung von (*):
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etl=e" % = i (SIsf Jk,s)k Lo ( i > tk) S=s'ée's
k=0 '

(wegenS™*JS S'JS..StJsS=s5'J3¢S)
Die Spalten der MatrixS™* ¢’ sind linear unabh&ngige Losungen.
Sei w , w? ..., w® Kette von Hauptvektoren zum Eigenwe't

(A_Ai I)W(j)=W(j—1)
(A=A 1H)w'=0
st=w",w?, ..., w

Beweis (i)= (ii): Av=2Aav (v istEigenwert zul)
= Av=AV (Vv ist Eigenwert zuA ) (auch fur Hauptvektoren)
Durch Linearkombination von
e'tw und gt w:

1 1 ¢ 7 .
Rea “w(1)+§ “w‘”=e“‘[003vtRew(”—smvtlm w(”]
1 ¢ 7 .
Im > et w? — 5t et wl =gt [COSV t Rew! —sinvtIm w(l)]

liefert untere Losung.
Beispiet
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1 1 0 0
1 1 o0 2
A_1011
0 -1 -1 1

Berechne Losungen vok = A X :
Eigenwerte vonA: 1 +i (jeweils doppelt)

Berechne Eigenvektor zi —i :

i1 -1
1 i 0 2 . i
H=A-(1-i)I = V, = Lin
( ) i1 ' 0
-1 -1 i 1
0O 2i 0 2 -1 —i
H2= 2| —2 —2 4| ’V2=L|n | , O
21 0 -2 21 1
-2 =2i -2i 4 1 0
—I 1
0 —i
u,= U, =
2 1 y 1 O
0 -1
Satz (i) A=1-1i
1 —Ii
wh=| T w?= 0
0 1
1 0
Dar]nsind
1 0
t 0 . -1
e | cos(—t —sin(—t
(—t) 0 (—t) ol
-1 0
[ r
1 0 0
elcos(=t) ]t O |+[Of! —sin(=t)!t| 1|+
0 1 0
-1 0 0
i \
( 1 0
t oo 0 -1
e|sin(-—t +cos(—t
(-] o |+eos-t)[ ],
-1 0
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1 0 0 -1
elsin(=t)ltf O |+| 9 +cos(—t){t| 1|+ ©
0 1 0 0
-1 0 0 0

i d @ x=Idefix, ps =RohOl, p-ter,
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