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Die Jordannormalform und ihre Anwendung auf Systeme homogener
linearer DGL mit konstanten Koeffizienten�
x � A x

0. Lineare Abbildungen und Matrizen

V  sei ein K -Vektorraum; K ��� , �  (Körper)

V  ist eine Menge von Vektoren v�
V � V � V kommutative

Gruppe	 K 	 V � V skalare
Multiplikation

Beispiele: V ��
 n , � n , n ��
 ; Polynomein x mit reellen Koeffizienten, Grad � n � 1 :

a0 � a1 x ����� an � 1 xn � 1 .

Definition : Eine Menge B ��� v1 , � , vn � von Vektoren vi � V heißt Basis von V ,
wenn:� vi  linear unabhängig sind, d.h. � i � K  � 1 v1 � � � � n vn � 0 � � 1 � � n � 0� vi  erzeugen V , d.h. lin  v1 , ! , vn " : �$#&% 1 v1

� ! � % n vn ; % i ' K ( � V

Bemerkung:

1. Ist v1 bis vn eineBasisvon V , so heißt n die Dimension von V (unabhängigvon
der Basis).

2. Zu jedem Vektor v ' V gibt es genau eine )&* 1 , � , * n +-, K n , so dass
v � � 1 v1 � � � � n vn , B ��� v1 , � , vn �.  zu jeder Basis B  gibt es einen Isomorphismus (d.h. eine bijektive lineare Abbildung).

Beispiel: V  Polynome vom Grad � 2 , reelle Koeffizienten K /10 ;
B �  1 , x , x2 " ; B' �  1 , 1

�
x , 1

�
x
�

x2 " ;2
1� 1
1 3 
 3 �4

B'

V 5 4
B


 3

2
1
0
1 3

x2 � 1 ' V ; 6
B' 7 1

0
1 8 � 19;: 	 19

V

�
09;: 	 x9

V

�
19;: 	 x9

V

2

Allgemein:

K n <4
B'

V = 4
B

K n
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B' ��� v'1 , � , v' n � ;
vi
� >

j

si j v' j ;

Matrix S �  si j " i , j ? 1 , @ , n si j ' K

Berechnung von S ��A B'

B 1 C A B :

S
B 1 ��A B

B 1 C A B' ;

SD 1 � E 1 1 1
0 1 1
0 0 1 F ;

SD 1 	 G 1� 1
0 H � G 1

0
1 H ;

S
B 1 �$� si j � ;

vi
� >

j

sj i v' j ;

v'1
� 1 	 1 � 0 	 x � 0 	 x2 � 1 ;

v' 2
� 1 	 1 � 1 	 x � 0 	 x2 � 1

�
x ;

v' 3
� 1 	 1 � 1 	 x � 1 	 x2 � 1

�
x
�

x2 ;

Berechnung der Inversen einer Matrix

Verfahren:Auf beidenSeitenwerdenimmer die gleichenUmformungengemacht(entwedernur
Spalten-odernur Zeilenumformungen),bis T zur Einheitsmatrixgewordenist. Die Einheitsmatrix
auf der anderen Seite ist ann zu T D 1  geworden.E T I1 0J

0 1 FK
1 0J
0 1 L T D 1 M

Definition : F : V � V  ist linear, falls ( v , v1 , v2 ' V, % ' 
 ):N F  v1
�

v2 " � F  v1 " � F  v2 "N F OQPSR v TVUWPXR F O v T
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B � S A SD 1

Beispiel: F  a � b x
�

c x2 " � b
�

2 c x
Berechnung von A  ( B �  1 , x , x2 " ):
F  1 " � 0 , F  x " � 1 � 1 	 1 � 0 	 x � 0 	 x2 ;
F  x2 " � 2 x ;. A � E 0 1 0

0 0 2
0 0 0 F ;

B � E 1 � 1 0
0 1 � 1
0 0 1 F E 0 1 0

0 0 2
0 0 0 F E 1 1 1

0 1 1
0 0 1 F � E 0 1 1

0 0 2
0 0 0 F .

Definition : Direkte Summe: V � W1 Y W2 , falls

(1) V � W1
�

W2
� Z w1

�
w2 [w1 ' W1 , w2 ' W2 \

(2) W1 ] W2
�$# 0 (. zu v ' V gibt esgenauein w1 ' W1 und w2 ' W2 mit v � w1

�
w2 , denn:existiert wegen

(1);
wegen (2): 

. w1
�_ŵ1

�`ŵ2 � w2
� 0 . w1

�_ŵ1 , w2
�aŵ2 ;

Bemerkung:

1) Ist v1 , b , vn Basis von W1 und w1 , ! , wm Basis von W2 ( W1 ] W2
�$# 0 ( ,

W1 Y W2
� V ), dann ist c v1 , b , vn , w1 , b , wm d  Basis von V .

2) w1 Y w2
� v

Ist v1 , b , vn Basisvon W1 , danngibt eseineBasis w1 , ! , wm von W2 , sodassc v1 , b , vn , w1 , b , wm d  Basis von V  ist.

3) Es gilt nicht c v1 , b , vn e m d  Basis von V  .
vk f 1 g , b , vk f n g  ist Basis von W1

vl f 1 g , b , vl f m g  ist Basis von W2

4) Sei V � W1 Y W2 . F  lineare Abbildung V � V  mit F  w1 "ih W1 .
Basis

B � j v1 , ! , vn ' W1

w1 , ! , wm ' W2 k
http://www.skriptweb.de
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1. Jordansche Normalform

F k � F m F m ! m Fn
k -mal

Satz: F : V � V sei einelineareAbbildung; dascharakteristischePolynomzerfällt in
Linearfaktoren (in o  stets der Fall).
Dann gibt es eine Basis B  von V , so dass:

M B  F " � J1 0
J2 J

0 Jk

mit J i
� %

j 1 0%
j

JJ
1

0 %
j

Die J j sind bis auf Permutationeindeutigbestimmt(d.h. die Basisdarf lediglich
anders angeordnet sein, dann sind die J j  vertauscht).

Bemerkung: % i , % j  nicht unbedingt verschieden für i p j .

Äquivalenter Satz: Zu A q K n r n mit det s A t�u I vVwxsyu$t�u 1 v r 1 z|{}z syu$t�u l v r l , r i ~ 1 , u i � K ,
gibt es eine invertierbare Basis S � K n r n , so dass S A S� 1 � J .

Beweis:

1. Zerlegung in Haupträume�
F syu�v;w�syu�t�u 1 v r 1 z�{}z sQu�txu k v r k  (charakteristisches Polynom), % i p % j für i p j

Hau  F , % j " � Ker  F � % j id " r j  (wenn r j w 1 , ist der Hauptraum gleich dem Eigenraum)
Kern: Ker G � � v �G v � 0 �

Lemma: Unter den Voraussetzungen des Satzes gilt:

1. V w Hau s F , u 1 v�� Hau s F , u 2 v�� { � Hau s F , u k v
2. dim Hau  F , % j " � r j

3. � F �Hau � F , � 1 � �  % � % j " r j

4. F  Hau  F , % j "y"Vh Hau  F , % j "
2. Beschränkung auf einen Hauptraum

Annahme: � F �Q���i�W������� 0 � n
V � Hau  F , % 0 " � Ker  F � % 0 id " n

Bemerkung: Es gilt: H : � F � % 0 id  ist nilpotent, �  minimales p ��� : H p � 0 .

http://www.skriptweb.de
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Hier gilt nämlich H n � 0 , d.h. ¡  nur p ¢ n  mit H p � 0

Lemma: Sei H  nilpotent. Dann gibt es eine Basis A , so dass

M A £ H ¤V¥ 0 1¦ ¦¦
1
0

(lauter Kästchen mit dieser Struktur, Länge des längsten Kästchens ist p ).§ M A £ F ¤i¥ ¨ 0 1¦ ¦¦
1¨ 0

.

Beweis:

1. V i : © Ker H i  ind Vektorräume. Es gilt:ª
0« � V0 ¬ ­ V1 ¬ ­�® V p

� V

( H 0 : ¥ id )
Denn:¯

VR: u , v ° V i , d.h. H i v � 0 , H i u � 0 ,
H i ± u ² v ³ � H i ´ 1 H ± u ² v ³ � H i µ 1 ± H u ² H u ³ ;

entsprechend ¨ u ¶ H i , falls ® � H i u ² H i v � 0 ; u ° H i¯ ·
: u ° V i ´ 1 ¸ u ° V i , i ¥ 1 , ¹ , p ;

H i ´ 1 u � 0 ¸ H H i ´ 1 u � H 0 � 0 ; H i u � 0 ; ¸ u ° V i¯ º
: Falls H i v � 0 ¸  (*)  H i ´ 1 v � 0  für i ¶ » 1 , ¹ , p ¼§ w ¶ V § H p w ¥ 0 § H i £ H p ½ i w ¤¾

v

¥ 0§ H p ½ 1 w ¥ 0 § Ker H p ½ 1 ¥ V . Widerspruch zur Minimalität von p !

2. Basis„von oben“: Hintergedanke:manwendetwiederholt H an (bis manbei 0 ankommt).
Man bildet also jeweils einenBasisvektormit Hilfe von H auf denvorigenBasisvektorab
(stellt ihn als Linearkombinationdurch die anderenBasisvektorendar). In der Matrix
M A

± H ³ bedeutetdas: in einem Jordan-Kästchenist die erste Diagonaleoberhalbder
Hauptdiagonale1, alle anderenElementesind0, weil derersteVektor (im Element1,1) auf 0
(auf 0,1), der zweite Vektor (in 2,2) auf 1,2 usw. abgebildetwird. Die Breite des Jordan-
Kästchens entpricht der Länge der Kette der Vektorräume.
Grund: Wenn man „unten“ bei 0 anfängtund die Basis immer wieder um einen Vektor
erweitert,kann es passieren,dassman „steckenbleibt“– dahermussman von der anderen
Seite anfangen.
Beweis ist exakt beschrieben in: Fischer: Lineare Algebra (Anhang B).

Rezept:¯
Berechnung der Eigenwerte und Vielfachheiten r1

det ± A ¿xÀ I ³ � ± À$¿�À 1 ³ r 1 Á ® Á ± À$¿WÀ k ³ r k

http://www.skriptweb.de
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Fixiere ¨ ¥ ¨ j :
V1 ¥ Ker £ A Â ¨ I ¤
V2 ¥ Ker £ A Â ¨ I ¤ 2Ã
V p Ä Ker Å A Æ�Ç I È p
p  minimal V p

� V p É 1 , oder p  minimal mit dim V ¥ r j .
Dann: V p

� V p Ê 1 Ë U p , V p Ê 1
� V p Ê 2 Ë U p

Basis von U p : u1Ì p Í , ® , ul pÌ p Í
Basis von U p Ê 1 : ± A ¿�À I ³ u1Ì p Í , ® , ± A ¿�À I ³ ul pÌ p ÍÎ Jordannormalform:im erstenKästchen l p Elemente,Breite p ; zweitesKästchen: l p Ê 1

Elemente, Breite p Â 1  usw.

Beispiel:

A ¥ 0 1
0

0
0 0 1

2 1 0 Â 1 2 1
2 Â 1 1

1. Eigenwerte:
det Ï A ÐWÑ I ÒVÓ�ÔÕÓ�Ñ 3 Ï&Ñ$Ð 1 Ò 3 ;

EW: ¨ 1 ¥ 0 , r 1 ¥ 3 ; ¨ 2 ¥ 1 , r 2 ¥ 3 ;

2. ¨ 1 ¥ 0
H ¥ A Â ¨ 1 I ;

V1 ¥ Ker A ¥ Lin

0
0
1
0
0
0

,

1
0
0
0
0Â 2

;

Basis (2-dimensional):

1
0
0
0
0Â 2

,

0
0
1
0
0
0

V1 ¥ V0 Ö U 1 , V0 ¥W» 0 ¼ ;

U 1 ¥ Lin × u1Ø 1 Ù , u1Ø 2 Ù Ú  mit:

http://www.skriptweb.de
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u1Ø 1 Ù ¥ 0
0
1
0
0
0

, u1Ø 2 Ù ¥ 1
0
0
0
0Â 1

u1Û 2 Ü  bedeutet: 1. Hauptvektor 2. Stufe; Hauptvektoren 1. Stufe sind die Eigenvektoren.

H 2 ¥ 0 0 0
0 0
0 0
2 1 Â 1 2 1
6 3 Â 2 3 3
2 1 0 1

V2 ¥ Ker H 2 ¥ Lin

0
0
1
0
0
0

,

1
0
0
0
0Â 2

,

0
1
0
0
0Â 1

V2 ¥ V1 Ö U 2 ;

3. ¨ 2 ¥ 1 :

H ¥ A Â ¨ 2 I ¥ Â 1 1Â 1 Â 1 Â 1 1
2 1 0 Â 1 1 1
2 Â 1 0

H 2 ¥ 1 Â 2
1

1
2 1 0 0 0 1
2 1 0 1Â 2 3 0

H 3 ¥ Â 1 3Â 1 Â 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
2 Â 5

http://www.skriptweb.de
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V1 ¥ Lin

0
0
0
1
1
0

 (1 Dimension)

V2 ¥ Lin

0
0
0
1
0
0

,

0
0
0
0
1
0

¥ Lin

0
0
0
1
0
0

,

0
0
0
1
1
0

 (2 Dimensionen)

V3 ¥ Lin

0
0
0
1
0
0

,

0
0
0
0
1
0

,

0
0
0
0
0
1

V3 ¥ V2 Ö U 3 ;

u1Ø 3 Ù ¥ 0
0
0
0
0
1

, H u1Ø 3 Ù ¥ 0
0
0
0
1
0

, H 2 u1Ø 3 Ù ¥ 0
0
0
1
1
0

J ¥ S A SÝ 1 ¥ 0 1
0

0
1 1

1 1
1

SÝ 1 ¥ 1
1

1
1
1 1Â 2 Â 1 1

Beispiel: DGL
Lösung der DGL Þx ¥ A x A ¶�ß n à n  (*)

1. Annahme: A ¥ J  (Jordannormalform)

http://www.skriptweb.de
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Lösung: eJ t á c c ¶�ß n

eJ t ¥ eJ 1 t

eJ 2 t ¦
eJ k t

J i ¥ ¨ i 1¦ ¦¦
1¨ i

¥ ¨ i I â 0 1¦ ¦¦
1
0ã

r Elemente breit

J ¥ J1

0 ¦
0

â 0
J2 ¦

0

â�¹
eJ i t ¥ e ä i I å æ 0 1çèçç

1
0é ê t ë

eä i I t ì eæ 0 1çèçç
1
0é t

eí i I t îðï
k ñ 0

òôó
i
k I k tk

k õ î eí i t I

eJ t öø÷
k ñ 0

ò
Jk tk

k ù
e

æ 0 1çúçç
1
0 é t ëøû

k ü 0

ý 0 1þ þþ
1
0

k ì tk

ë
I ÿ 0 1þ þþ

1
0

ì t ÿ
ÿ 0 0 0 1� � þ þ

0 0
þ

1
0 0 0

t2

2 � ÿ 0 0 0 0 1� � � þ þ
0 0 0

þ
1

0 0 0 0

t3

3 � ÿ���ÿ 0 � 1� � þ þ
0 � þ

1
0 � 0

t r � 1�
r � 1 �

e
J i t

ë
eä i t

1 t
t2

2 � t�
r � 1 �	�þ þ þþ þ t2

2 �þ
t

0 1

2. Allgemeiner Fall: S A S� 1

ë
J , A

ë
S� 1 J S

(darauf achten, dass man richtig von links und rechts dranmultipliziert)
Lösung von (*):

http://www.skriptweb.de
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eA t

ë
eS
 1 J S t

ëðû
k ü 0

ý �
S� 1 J S � k tk

k � ë
S� 1 � û

k ü 0

ý
Jk tk

k � �

e J t

S

ë
S� 1 eJ t S

(wegen S� 1 J S S� 1 J S � S� 1 J S � S� 1 Jk S)
Die Spalten der Matrix S� 1 eJ t  sind linear unabhängige Lösungen.
Sei w � 1 � , w � 2 � , � , w � s �  Kette von Hauptvektoren zum Eigenwert � i�

A ��� i I � w � j � ë w � j � 1 ��
A ��� i I � w� 1 ��� 0

S� 1

ë �
w � 1 � , w � 2 � , � , w � s � �

Satz:

(1)Sei w � 1 � , � , w � s � eine Kette von Hauptvektorenzum Eigenwert �! #" von
A . Dann sind

eä t w � 1 � , eä t $ t w � 1 � ÿ w � 2 �&% , eä t ' t2

2 � w � 1 � ÿ t w � 2 � ÿ w � 3 � ( , � ,

eä t ) ts � 1�
s � 1 �*� w � 1 � ÿ�� ÿ t w � s � 1 � ÿ w � s � +

linear unabhängige Lösungen von ,x ë A x .

(2)Sei �.-0/21 i 3 , 324 0 ein Eigenvektorvon A und w � 1 � , � , w � s � eineKette
(komplexer) Hauptvektoren.
e5 t 6 cos 7 t Re w � 1 � � sin 7 t Im w � 1 � 8 , � ,

e5 t 9 cos 7 t : ts � 1�
s � 1 �	� Re w � 1 � ÿ��Õÿ t Re w � s � 1 � ÿ Re w � s � ;� sin 7 t : ts � 1�

s � 1 �*� Im w � 1 � ÿ���ÿ t Im w � s � 1 � ÿ Im w � s � ; < ,

e5 t 9 sin 7 t : t s � 1�
s � 1 �*� Re w � 1 � ÿ�� ÿ t Re w � s � 1 � ÿ Re w � s � ;ÿ cos 7 t : ts � 1�

s � 1 �*� Im w � 1 � ÿ��Õÿ t Im w � s � 1 � ÿ Im w � s � ; <
Beweis: 

�
i � = �

ii � : A 3 -�� 3  ( 3  ist Eigenwert zu � )=  A >3 - >� >3  ( >3  ist Eigenwert zu >� ) (auch für Hauptvektoren)
Durch Linearkombination von
eä t w � 1 �  und e?ä t @w � 1 � :
Re

1
2

eä t w � 1 � ÿ 1
2

e?ä t @w � 1 � ë e5 t 6 cos 7 t Re w � 1 � � sin 7 t Im w � 1 �A8
Im

1
2 i

eä t w � 1 � � 1
2 i

e?ä t @w � 1 � ë e5 t 6 cos 7 t Re w � 1 � � sin 7 t Im w � 1 � 8
liefert untere Lösung.

Beispiel:
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A

ë 1 1 0 0
1 1 0 2
1 0 1 1
0 � 1 � 1 1

Berechne Lösungen von ,x ë A x :
Eigenwerte von A : 1 B i  (jeweils doppelt)

Berechne Eigenvektor zu 1 � i :

H

ë
A � � 1 � i � I

ë i 1
1 i 0 2
1 i 1� 1 � 1 i

; V1

ë
Lin C � 1

i
0
1 D ;

H 2

ë 0 2 i 0 2
2 i � 2 � 2 4 i
2 i 0 � 2 2 i� 2 � 2 i � 2 i 4

; V2

ë
Lin C � 1

i
0
1 D , C � i

0
1
0 D ;

U 2

ë E � i
0
1
0 F , U 1

ë E 1� i
0� 1 F

Satz (ii): �.- 1 G i

w H 1 I ë C 1� i
0
1 D , w H 2 I ë C � i

0
1
0 D

Dann sind

et cos
� � t � C 1

0
0� 1 D � sin

� � t � C 0� 1
0
0 D ,

et cos
� � t � t C 1

0
0� 1 D ÿ C 0

0
1
0 D � sin

� � t � t C 0� 1
0
0 D ÿ C � 1

0
0
0 D ,

et sin
� � t � C 1

0
0� 1 D ÿ cos

� � t � C 0� 1
0
0 D ,

http://www.skriptweb.de
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et sin
� � t � t C 1

0
0� 1 D ÿ C 0

0
1
0 D ÿ cos

� � t � t C 0� 1
0
0 D ÿ C � 1

0
0
0 D

i d J x

ë
Idefix , K Öl L Rohöl, p -ter, 
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