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§ 1 Einfiihrung

Kontinuumsmechanik

Kontinuum: Objekte fiillen den Raum kontinuierlich aus, wobei die inneren Absténde im Laufe der Zeit sich
dndern.

Beispiele: Gase, Fliissigkeiten, feste Stoffe; Hydrodynamik und Elastiztétstheorie

physikalische Eigenschaften werden stetige Funktionen von Ort und Zeit sein; Beispiele:
e Dichte o(7,t)
o Geschwindigkeit, (7, t)

e Temperatur T'(7,t)
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§ 2 Verzerrungstensor

a) Lagrangesche und Eulersche Beschreibung eines elastischen Korpers

P sei ein ausgezeichneter Punkt des Korpers
7(x1, x2, x3) Ortsvektor in unverformtem Zustand
7(#1, €2, @3) Ortsvektor in unverformtem Zustand

Durch elastische Verformung erfihrt der Punkt P die Verschiebung ¢ =7 — 7, u; =¢; —z;, i =1...«

Lagrangesche Beschreibung:
i und damit 7 sind Funktionen der Koordinaten des unverformten Zustands. D.h. es existiert die stetige und
stetig differenzierbare Abbildung

R*D K >7— i € R

4 = u(F), u; = ui(x1, 2, T3)
’F = 'I:('I?), JEz - xi($1,$2,$3)

zeitabhingige Probleme, d.h. @ = @(7,t), 7 = 7(7, t)
Sei f = f(7,t) eine beliebige skalare Funktion des Orts und der Zeit; zeitliche Verinderung: (0f(7,t))/(0t)

Eulersche Beschreibung;:

Alle Feldgrofien werden von einem mitbewegten Beobachter gemessen, d.h. es tritt keine Translation auf.
@ = u(7,t); 7 ist eine unabhéingige Variable; 7(7,t) = 7 — u(7, t)

Totales Differenzial fiir die skalare Funktion f(7,t):

df _0f N~OF 0RO g
dt_6t+za@-6t_at+vﬁ

=1

In statistischer Mechanik:

In der Eulerschen Beschreibung bleibt das Phasenvolumen (d.h. das Volumen im Phasenraum) invariant. In der
Hydrodynamik fiihrt die Eulersche Beschreibung zu einfachen Aussagen. Aber in der Elastizitatstheorie bedeutet
die Eulersche Beschreibung eine Komplikation. Sie setzt voraus, dass das elastizitditstheoretische Problem (Begriff
wird spéter erldutert) gelost ist; 7 muss bekannt sein.

b) Verzerrungstensor (beliebig grole Deformation)
P und P’ seien beliebige, benachbarte Punkte im elastischen Korper. Es gilt: P(7), P'(7+ 7). 67 wird so klein
gewiihlt, dass nur lineare Glieder zu beriicksichtigen sind.

Deformierter Zustand: P — P, P’ — P’  die Verschiebung wird angegeben durch die Funktion @ (@(7) bzw.
a7+ or)).
OF + 4(r+ 0r) — or —4(r) =0

O0F = 67 + 4(F + 07) — u(7)
Abbildung R? 3 7+ i(7) € R3, stetig und stetig differenzierbar
U(F + 07) — @(F) = 67 - Vii(F)

Vi Richtungsableitung
3
aui
8xj

i (7' + 0F) — i (7) =

i=1

de; Vi=1,2,3
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b) Verzerrungstensor (beliebig grofie Deformation) Seite 4

Einsteinsche Summationskonvention: Uber doppelt in Produkten vorkommende Indizes wird von 1 bis 3 sum-
miert,.

8ui

d$j

(g;‘] ): Tensor 2. Stufe (d.h. eine zweidimensionale Matrix mit 3 x 3 Elementen)
dz; = dzg + ul(f’—&- 57:3 — ul(F) Vi=1,2,3
Den Ausdruck u;(7+ 67) — u;(7) kann man ersetzen durch (Ju,;/0xz;)dx;:

_ Ou;
0L; = |:6ij + (9%:| (537j

Division durch dx; fithrt zur Jacobi-Matriz (hier gilt ebenfalls die Summationskonvention):

J,'j = 5,']‘ + 87,%] VZ,] S {1,2,3}

Summenkonvention!

Abstandsquadrat von P und fj’ 2 0T - 0T
Abstandsquadrat von P und P’: d7- 67
Diese Abstandsquadrate werden nicht beeinflusst von starrer Translation oder starrer Rotation.

or - dr = 6.f1d.fz = Jijéijikéxk
Anderung des Abstandes (07 - 67 = dx;0x;):

OF - dif — 01 - 07 = JUJW(S:Z?](SI]C - 5Ij(51’j == [szth - §]k] 59:j§xk = 2€jk§x]’51}k

(Green’s) Verzerrungstensor (strain tensor):

’2€jk = JijJik — 01 Vi, k€ {1,2,3}‘

symmetrischer Tensor 2. Stufe:
€11 €12 €13
(Eij) = €21 €22 €23
€31 €32 £33

8’&1‘ 8ui

2eir = 0;;0; Oii— + O —— —
cik \j,_]j+( jakar k(’?xj Oz,  Oxj Oxj Oxy,

— O =
Oxj Oxy,

=0jk

1 [0u;  Ouy 1 Ou; Ou;
ei(F) = 2 [8xk. * 8333} 2 0x; Oxy,

Giiltig fur beliebige Verzerrungen; lokale Charakteristiken fiir Deformation: (¢;x) = 0, 67 07 = dF- di, Absténde
verandern sich nicht.
Verifikation:
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¢) Vereinfachung fiir schwache Verformungen (lineare Elastizititstheorie)

Seite 5

1. starre Translation: u; = const unabhéngig von 7, d.h. du;/dz; =0

2. starre Rotation: infinitesimale Rotation

A7) = F x 7
@ Vektor der Rotation

Z/||Z]| weist in Richtung der Rotationsachse
|Z]: Drehwinkel

§F - 67 = 07 67 + 67(F X 67) + (@ x 0F)67 + (& x 6F) - (@ x 0F) = 07 - OF

Spatprodukt: wenn zwei Komponenten gleich sind, ist das Spatprodukt 0

c¢) Vereinfachung fiir schwache Verformungen (lineare Elastizitéitstheorie)

Anschauliche Interpretation des Verzerrungstensors:

—

(67 V)iu(7) beschreibt die Verénderung der Verschiebung, wenn man um J7 weitergeht.

Annahme (lineares Elastizitéitstheorem):
Verdnderung soll so klein sein, dass quadratische Glieder in V# vernachléssigt werden kénnen.

e = L(Ouj Ouk
gk = 2 81’k 8xj

Verschiebung benachbarter Punkte:

(67 — 67), = %d% - % (a“" - a“j> da; % (aui + 8“j) dz;

X 8l‘j 81‘1 (9.1‘]‘ (’)xi
1. Term 2. Term
1 8’[1,1 8’&]'
z _ =g
2 \0z; Ouw; ik Pk
antisymmetrisch in ¢ und j, nur 3 Elemente verschieden:
0 T x
-z 0 =z
—x —x 0

1. Term: starre Rotation um Winkel ¢

8Ui B 8uj
61‘]‘ 61‘1

> d:cj = 5ijkgak6xj = (577>< QB)Z
2. Term: Verzerrungstensor &;;dx;

Anschauliche Interpretation:
betrachte Quader {0 < 1 < a,0 < x5 <b,0<x3 <c}

Ebene x = 0 festgehalten; Ebene x = a wird um da verschoben (relative Lingenéinderung (da)/a, da der Quader

im Ursprung beginnt)

Verschiebungsfeld:
da .
up(7F) = — a1, ua(F) = 0,uz(7) =0
I
e or1 a
[s]c|r]i[rp]T]
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d) Relative Volumendnderung (beliebige Deformation) Seite 6

_ Ouy _ 6b
522—67'2—?
5332%2@

0x3 c

Nichtdiagonalelemente: z.B. Element
ey = L (Om Ouz
12 2 8332 81‘1

Realisierung: us = tany - x1, u; = tanp - xq, €13 = % (tanp + tanp) = ¢

d) Relative Volumeninderung (beliebige Deformation)

Sei dG ein infinitesimal kleiner Quader im elastischen Koérper.
5G: {0 S il S 6$1,0 S ) S 51‘270 S I3 S 51173}

Volumen vor der Deformation: 6V = 6x1_€5$25x3 . .
0G wird aufgespannt von den Vektoren P; : {0x1,0,0}, P : {0, x2,0}, P5: {0,0,5z3}.

Unter Deformation: B }
Py — P, = {Judx1, Jo16x1, Js1021}

Py — Py = {J12072, Joad, J3ads}
Py — Py = {J130x3, Jogds, Ja30xs}

Volumen im verzerrten Fall:

5 5 - Jidzy  Jordwy Jzidwy Ju Ja JIn
5‘/ = P1 . (P2 X Pg) = Jlg(sl‘g Jggél‘g J325$2 = 51’1556251'3 J12 J22 Jgg = (ﬂfg det |(J1k)|
J13dws  Jozdxz  J330%3 Jiz Jaz I3z

Die Determinante der Jacobi-Matrix ist ein Maf fiir relative Volumenénderung:

oV
mdet |(Jir)|
Verschiebungsfeld:
(7) = (u1(F), uz(7), us(r))
Richtungsableitung:

6ui
aZL’j

Jacobi-Matrix:

(Ji5)
8u,~
Tig = 8 + ook
J J + 8xj
Verzerrungstensor:
(gjk)
1
Eik = 5 (JigJik — k)
[s[k[r]1[r]T]
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d) Relative Volumendnderung (beliebige Deformation) Seite 7

Volumenénderung eines Quaders:
6Vy: Volumen im unverformten Zustand
6V': Volumen im verformten Zustand

oV

OV _ et |,
6% € | Jk|
Jijdik = Oir + 2e41
JT-J=1+2¢
wobei gilt:
1 0 O
1= 01 0
0 0 1

€11 €12 €13
€21 €22 €23
€31 €32 €33

0]
Il

Hilfssétze (lineare Algebra):

e A, B beliebige 3 x 3-Matrizen
det(A - B) = det(A) det(B)

o det(AT) = det(A) B
(Schreibweise: AT ist die Transponierte des Vektors A, d.h. die Elemente sind an der Diagonalen gespie-
gelt.)

det(J T - J) = det(J*) det(J) = |det(J)|*

det(J) = y/det(1 + 22)

% -
— =/det(1 +2¢
Vo et(1+2)
Ableitung einer Hilfsformel:
~ 14+ Xenn €12 €13
det(l + )\5) = €91 1+ Aean E923
€31 €32 1+ /\833

det(1+ &) =14 Aeg + Nerr + Arrrern

e = (811 + €99 + 633) = Spur(é)

_ | €22 €23 €33 €31 €11 €12
€22 = +
€32 €33 €13 €1 €21 €22
det |€]
In §5 [...] wird gezeigt, dass die Wahl von e7,e77, 77y invariant ist gegen eine orthogonale Transformation der
Einheitsbasis.
%
— = V142 +4er1 + 811
Vo
streng
Lineares Elastizitédtstheorem:
1% ou; .
— =14¢e;=14¢€7+e0+e33=1+ ' =1+ diva
Vo 0x;

Relative Volumenénderung;:
oV — Wy

Vo

~ ey = divd

[o e ]n ][] 1]
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§ & Spannungstensor (stress tensor) Seite 8

§ 3 Spannungstensor (stress tensor)

a) Definition der Spannung

Lagrangesche Darstellung;:
Im unverformten Zustand wird ein infinitesimal kleiner Quader (Seitenlédngen: dx1, dx3, dx3, ausgerichtet parallel
zu den Einheitsvektoren der Basis é;) markiert.

Go={0< 21 <6x1,0 <y < 022,0 < 23 < dz3}

Durch Deformation geht GGy in G iiber, wobei G im Allgemeinen kein Quader ist. Durch an der Oberfléche 0Go
wirkende Kréifte wird Gy so verformt, dass er die Gestalt G annimmt. Dabei ist F; die Kraft auf die Flache mit

der Normalen parallel zu €;, und }*:;’ die Kraft auf die Fliche (die den Nullpunkt an einer Ecke enthilt) mit der
Normalen parallel zu —eé;.

Zusammenhang mit der Spannung: Kraft = Spannung mal Fliche (senkrecht zur Angriffsrichtung der Kraft)

Fy = g16x203

Fy = 6h0uzdm

Fs = 63031020
mit den Spannungen g;; als Matrixelemente geschrieben:

Fi; = 01;029023

Fy; = 09;0x3071

F3y = 0301102
(0ij) ist eine 3 x 3-Matrix

Euler-Lagrangescher (Piola) Spannungstensor o;;:

i: bezieht sich auf Orientierung der Flichennormalen (d.h. Angriffsrichtung der Krifte)
j: Komponente der jeweiligen Kraft

analog fiir 1*?’1-’72' =1,2,3

Dadurch ergibt sich fiir die Kraft:

e Diagonalelemente 0;;: Die Richtung der Kraft ist gleich der Fldchennormalen der Fliche, an der die Kraft
angreift, es handelt sich also um eine Zug- oder Druckkraft.

e Nichtdiagonalelemente o;j;+«;: Die Richtung der Kraft ist nicht gleich der Fldchennormalen, die Kraft
greift also ,seitlich” an, es handelt sich um Tangentialkraft bzw. Scherkraft.

b) Mechanisches Gleichgewicht des infinitesimal kleinen Quaders
Es gibt zwei Arten von Kréiften:

e Krifte, die an den Oberflichen angreifen, beschrieben z.B. durch den Spannungstensor &

e Krifte, die auf Volumina bezogen sind, z.B. Gravitationskraft pro Volumen go (Dichte p), oder die New-
tonsche Beschleunigung pro Volumen pb (Beschleunigung b)

aEEnGEa
maEns



b) Mechanisches Gleichgewicht des infinitesimal kleinen Quaders Seite 9

Falls das mechanische Gleichgewicht an infinitesimal kleinen Volumina betrachtet wird, kénnen Volumenkréfte
vernachlassigt werden.

In unserem Fall:

e flichenbezogene Krifte: proportional zu dx1dxe bzw. dz1dx3 bzw. dxadxs

e volumenbezogene Krifte: proportional zu dx;0x2d3

Mechanisches Gleichgewicht: Damit keine beschleunigte Bewegung auftritt, muss die Summe aller Kréfte Null
sein.

B+ B+ B+ F +F+F,~0
(0’12' + alli)émg&vg —+ (021' + 0'/21-)(51'3(5(1,'1 + (O’gi + aéi)éxléxg = 0 Vl = ]., 27 3
Da dx1,0x2, dx3 beliebig (sie konnen also auch Null sein):
Oj; + U;‘i =0 Vije {1,2,3}
0l = —0ji

F'=—F, Vi=1,2,3

Die Summe der Drehmomente muss Null sein; Bezugspunkt = Nullpunkt, aulerhalb von Gy (d.h. der infinitesi-

male Quader liegt bei (x,y, z)). Kein Beitrag von F], 152’, ﬁé, d.h. auf die Flichen, die den Nullpunkt gemeinsam
haben.

Summe der Drehmomente = }':1 X 0x1€1 + ﬁg X 0x9€5 + F}, X 0x3€3

= 01022023 X 0x1€] + 020x30%1 X 0xo€5 + 030x10Lo X dx3€3

(01 X €1 + d5 X €5 + g5 X €3) 0x10x20x3
=0

da éx1,dxo, dx3 beliebig:

g X e =0

i = 04;€j

O'Z'je_; X 6} =0
Alle Elemente mit i # j:
(012 — 021) €3 + (023 — 032) €1 + (013 — 031) €3 =0

symmetrischer Tensor: 0;; = 0;;
Drehmoment = Angriffspunkt x Kraft (Kraft = Spannung mal Fliche; die Spannung wirkt genauso wie der
Druck gleichmiBig in alle Richtungen, die Wahl der Fliche bestimmt die Richtung der Kraft)

e €3 €3 e €3 €3
r+or  y+ (0z2)/2 2+ (dz3)/2 |+ x y+ (0z2)/2 2+ (6x3)/2
0'115.73251‘3 0'1251325.1‘3 0135$26$3 —0'115.1‘251‘3 —0'1251‘26333 —0135$25I3
Moment von §F} Moment von 5151’

Hier wirkt die Kraft auf die Mitte der Fliche in é1-Richtung, darum wird jeweils (dz2)/2 bzw. (dx3)/2 zu den
Koordinaten der Ecken dazuaddiert. . . .
|0F1| + [0F| + |0F3] =0

[o e ]n ][] 1]
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c) Kraft auf eine beliebig orientierte Fliche des elastischen Kérpers Seite 10

0 023 —032 023 — 032
—013 021022023 + 0 0x10x2023 + 031 0x10x90x3 = —013 + 031 0x10x20x3 =0
o12 —021 0 012 — 021

Drehmoment von § F}

Damit das Drehmoment auf Gy verschwindet, muss o;; = 0;; Vi # j € {1,2,3}
Die 3 x 3-Matrix o;; ist symmetrisch. Falls o;; nicht symmetrisch ist, wirkt auf den elastischen Kérper K das
Drehmoment

Mi = Eijk/ O'jk(F)dST
K

c) Kraft auf eine beliebig orientierte Fliche des elastischen Kérpers

Es sei df eine belicbige kleine Fliche mit der Normalen 7 = (n1,n2,n3): df = fi|df]. Die Projektion auf die
Fliche mit der Normalen é; sei df; = n;df. Die Flichen (df = |df|,df1,dfs,df3) (d.h. die gewihlte Fliche df
zusammen mit ihren Projektionen auf die Ebenen zwischen den Koordinatenachsen) bilden einen infinitesimal
kleinen Tetraeder. Es gilt die Gleichgewichtsbedingung der Statik (13 = F +F,+ F_’;;)

F/+Fj+ F;+F=0
Die Krifte Fi’ stehen auf Oberflichen, deren Normalen antiparallel zu ¢€; sind.

—o1dfy — gadfs — g3dfs + adf =0
dfi = nidf

0 = nyo;
D.h.:
Edf =F= F1 + F2 + F3 = U_idfl + O'_édfg + O?{gdfg

Division durch df:
g =o1ni +oang + o3ng

Oi5 = Ni04j Vj = 1,2,3

0j =MN101j + N202; + N303;

n;: Komponenten des Einheitsvektors 77

d) Gleichgewichtsbedingungen fiir beliebige makroskopische elastische Koérper

G sei ein beliebiger makroskopischer elastischer Korper, G seine Oberfliche, df ein Flichenelement dieser
Oberfldche

1.) Volumenproportionale Krifte

Krifte 0o (00: Massendichte)
L g Erdbeschleunigung
S Beschleunigung

Gleichgewichtsbedingung aus der Statik (Gleichgewicht zwischen inneren und &ufieren Kriiften):
/ Qo§d3r+/ adf =0
G oG

[o e ln ][] 1]
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d) Gleichgewichtsbedingungen fiir beliebige makroskopische elastische Korper Seite 11

| = [ wair= [
oG oG oG
GauBscher Satz (A: beliebiges Vektorfeld):

A.df = A Jdfi Gauf /div[fdzy = / %d%
oG G 8-ri
Ai:O'ij Vi=1,2,3

Anwendung des Gaufischen Satzes auf obige Gleichgewichtsbedingung;:

/ Qogjd?’r—i—/ o Tipr=0 Vj=1,23
G ist beliebig; da die Integrale laut der Gleichgewichtsbedingung gleich sind, miissen es auch die Integranden

sein: 5
Gij _ _ o _ —0og
Bz, 09 { +00V;

Gleichgewichtsbedingung der Elektromechanik

[o e ln ][] 1]
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8 4 Energetische Konzepte Seite 12

§ 4 Energetische Konzepte

a) Einfaches Beispiel

Ein Quader wird durch Normalkraft in Richtung z; gezogen, dabei wird er auf der anderen Seite (bei z; = 0)
festgehalten.
|

My

011 =

|

Q@: Querschnitt des Quaders
Die Kraft ruft eine Verschiebung in der Oberfliche O hervor, deren Wert durch das Hookesche Gesetz bestimmt
1st: w

€11 = &

L: Lange des Quaders in x1-Richtung

Fragestellung: Welche Arbeit d A wird geleistet, wenn die Auslenkung um duy = L - de1; vergrofert wird?

0A = |ﬁ|(5u1 = Qo1 Léey;  ,Kraft x Weg*
—— ——
V =@ - L: Volumen des Quaders

bilinear in o171 und €11

b) Prinzip der virtuellen Verschiebung

D’Alembertsches Prinzip

Bei einer virtuellen Verschiebung leisten Zwangskriifte keine Arbeit. Beispiel: Klotz auf einer Ebene (reibungsfrei
gelagert), Gravitation als Zwangskraft (fesselt den Klotz auf die Oberfldche), bei Bewegung auf der Oberflache
wird keine Arbeit geleistet.

Virtuelle Verschiebungen sind charakterisiert durch:

1. Die Lageéinderung des mechanischen Systems muss mit den Zwangsbedingungen vertréglich sein.
2. Nur gedachte Lagednderung (d.h. virtuell).

3. Die Lagednderung ist hinreichend klein, aber nicht infinitesimal: §7".

D’Alembertsches Prinzip (Hinzunahme der Tragheitskrifte), z.B. fiir ein System von Massenpunkten:

3

- d?r
Z (Fk - mkd;k> -6r, =0 Summe der Arbeit (,Kraft x Weg) ist 0
k=1

my: Masse des k-ten Massenpunkts
Fy: die auf den k-ten Massenpunkt wirkende Kraft, enthilt u.a. die Zwangskraft

[o e ln ][] 1]
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¢) Prinzip der virtuellen Arbeit und das d’Alembertsche Prinzip in der Elastomechanik Seite 13

c) Prinzip der virtuellen Arbeit und das d’Alembertsche Prinzip in der Elasto-
mechanik

virtuelle Arbeit, Extremalprinzip und elastische Energiedichte

In einem elastischen Kérper treten duere Kréfte nur auf seiner Oberfliche OG auf. Auf das Oberfléchenelement
df wirkt die Kraft
5Fj :dfjw,;j V_] = 1,2,3

Matrix (w;;): Oberflichenspannung
Anmerkung: Der Begriff ,,Oberflichenspannung® meint die Spannung, die an der Oberfliche 0G auftritt, wenn

auf den Korper eine Kraft ausgeiibt wird. Das hat nichts mit der Oberflichenspannung bei einer Fliissigkeit zu
tun, die aus der intermolekularen Anziehungskraft resultiert (und auch ohne duflere Krafteinwirkung existiert).

Damit ein Gleichgewicht vorhanden ist:
Oij = Wij VZ,L] S {1,2,3},776 oG

Anmerkung: Es ist mathematisch sehr schwierig, die Oberflichenspannung w exakt zu berechnen. Darum be-
schreibt man sie angenéhert durch die Spannung o.

volumenproportionale Kréfte:
§F = ogd®r

o: Massendichte
. { g  Erdbeschleunigung

— Beschleunigung
keine Zwangskréfte!

0A = / (din'ij) . 6’11,](77) + / Qg' (Sﬁ(ad?)’f
oG G
du: virtuelle Verschiebung, muss obige Punkte erfiillen

Hilfsformel: Betrachte den fiktiven Vektor @
a; = aijéuj

[ = [ aaomt [ S,
Ye oG G Or;

/ (dfioi;) du; :/ i[aiﬁuj]d?’r Kettgregel/ UijaéujdgT‘F/ %degr
oG G Oxi = — G Ox; ¢ 0

T; T

a;

Arbeitshypothese aus der Mechanik: Die Operationen 0 und ¢ kénnen vertauscht werden.

0du; 4 ou; 1 ou; ou; \
i &Br= | o0 -2d3 :7/ 0L + 040 d?
/G‘” oz; /G‘” o, T 2 ), (‘” oz, 7 axj> "
Buj 3 1 8uj Bui 3
/C;U”(Saxidr_Z/U”d[axi+8xj d’r
1 8Uj . 8u,’ —
2 sz 8:6]- oY

0A =/ Uij5€z‘jd37“+/ [8% + ng} du; ()
G G 81'1

80’1']' 80” 80” 8aij .
&ri 8:01 + 8x2 + 8:05 J T

045 = O0j4-

Da 1 klein ist:

[o e la ][] 1]
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d) Verallgemeinerungen Seite 14

Gleichgewichtsbedingung:
8015 .
- =0 Vj=1,2,3
axi + Qg] .] » <

(5A:/ aijdsijd?’r
G

siehe Arbeit gegen Druck §A = —pdV
Da keine Zwangskrifte vorhanden sind, ist §4 = 0.

Es ist sinnvoll, eine auf das Volumenelement bezogene virtuelle Arbeit da zu definieren (,Kraft x Weg®):

ba = 0ij0e45(T)

d) Verallgemeinerungen

Prinzip der virtuellen Verschiebung bei grolen Deformationen

Verallgemeinertes Hooksches Gesetz: Annahme eines linearen Zusammenhangs zwischen Verzerrungen e;; und
Spannungen o;;
0ij = Cijriew  Vi,j €{1,2,3}

(Cijia ist eine 3 x 3 x 3 x 3-Matrix; Einsteinsche Summenkonvention iiber k£ und !)

0ji = 0ij
Ciirt = Cijri

Eij = €ji
Cijir = Cijiri

Anmerkung: Cj;; hat 81 Elemente; wenn man nach der Notation von Voigt jeweils zwei Elemente zusammenfasst
(z.B. das Element (11) zu 1, (22) zu 2, (23) = (32) (Symmetrie!) zu 4), kommt man auf sechs zusammengefasste
Elemente (von den neun Kombinationen sind nur sechs verschieden, man hat also die Symmetrie innerhalb von
ij bzw. kl berticksichtigt). Cjjx; hat vier Indizes, d.h. man kann es sich als Matrix mit 6 x 6-Matrix, bestehend
aus den jeweils sechs zusammengefassten Elementen, vorstellen. Weil zwischen ij und kl ebenfalls Symmetrie
auftritt, sind von diesen 36 Elementen nur 21 verschieden (6 Diagonalelemente und 30/2 Nichtdiagonalelemente).

Aus der Existenz des thermodynamischen Potenzials: freie Energie ® (2. Hauptsatz der Thermodynamik)

G =
Cijii: elastische Konstante (vgl. Federhérte)

da = (561']'0”'
0€i;Cijri€rt
1
= 3 [0€:;Cijricrt + 0k Chriijeij)
2. Hauptsatz 1
= Cijkl§ [0giiekl + OEki€is]

Kettenregel: §(e;;er1)

1 1
da =20 |:2Cijkl5ij5kl:| = 55 [Cfijé‘ij]
Elastische Energiedichte:
1
U= §Cijkl5ij5kl = 50ij€ij
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0a = du:
0A = / oudr = 5/ ud®r
G G
fG ud>r ist die im Volumen G gespeicherte elastische Energie.

Da keine Zwangskrifte vorhanden = hinreichende und notwendige Bedingung fiir das Gleichgewicht in einem
elastischen Medium ist, dass die in ihm gespeicherte elastische Energie extremal wird. Eine genauere Betrachtung
(Thermodynamik) ergibt ein Minimum.

Verallgemeinerung fiir grofe Deformationen; Arbeitshypothese:

1. Das Extremalprinzip fiir die elastische Energie gilt fiir einen beliebigen elastischen Koérper bei beliebig
grofler Deformation.

2. 055 = (0u)/(0ei5) Vi,j € {1,2,3} gilt auch bei grofier Deformation.
Nebenrechnung zum zweiten Punkt:

1 1
u = 5Cineier + 5 Crijereis

ou 1 1
e §Cijkl<5kl + §Cklij6kz
ij

ou

—— = Cijuicr = 03
851’]‘ J J

Su = ul(eyj + 0eij) — ules;) = %5% +0(0e?) = 0ij0¢i;
ij

Diese Arbeitshypothese ist formal sinnvoll, da:

e sie ist universell, d.h. enthélt keine Materialkonstante
e sie ist ein Skalar

e sie hat die Dimension einer Energiedichte

e) Verkniipfung mit Thermodynamik

Arbeitshypothese: Auch bei beliebig groer Deformation ist die Arbeit pro Volumeneinheit bei elastischer Ver-
formung gleich da = 0;;0¢;;.

Begriindung:

e Realisation der Aussage ,Arbeit (da) = Kraft (0;;) x Weg (de;;)“
e universell, enthélt keine Materialkonstante

e Die Verkniipfung von (o;;) mit (g;;) ergibt einen Skalar.

Beachte die Analogie zu anderen Arbeitsausdriicken, z.B. dA = —pdV oder 6A = H; - dM;

[o e ln ][] 1]
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1.) 1. und 2. Hauptsatz der Thermodynamik

Thermodynamisches Potenzial: innere Energie (pro Volumeneinheit) mit den unabhéngigen Variablen s und
(€ij)
du =Tds + O'ijdeij

o ou
MERNCETY

isentropische Zustandsinderung (d.h. §@Q = 0 und reversibel):

s e39) — u(s.0) = [ aip((eu))des

c

Thermodynamisches Potenzial: freie Energie (pro Volumeneinheit) mit den unabhéingigen Variablen 7" und (e;;)

d¢ = —SdT+ Uijdgij
T
RRNCETY

Mﬁ@m—ﬂﬂ®=/%@ﬁmmﬁ

C

Isotherme Zustandsdnderung:

Beispiel: lineare Approximation
0ij = Cijri(T)ew
okl = Criij(T)esj
d.h. Symmetrie in (ij) und (k)

doij O %9
&E‘kl T k= 85kl85ij
adkl - C o 32¢
6% Tkl 8&']‘86“
Daraus folgt:
Cijkt = Chuij

Folge aus dem 1. und 2. Hauptsatz; der Ubergang vom verformten in den unverformten Zustand entspricht einer
Entmagnetisierung.
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§ 5 Erinnerung an Vektorrechnung

a) Einfithrung in die Tensorrechnung

Orthogonale Transformation der Koordinaten im R?: ein Automorphismus; Koordinatensystem I' mit den Ach-
sen x1,xq, x3; I': ein weiteres Koordinatensystem; Transformation I' — I (linear, eindeutig, umkehrbar):

J,‘; = Q4T Vi = 1,2,3
(cvi;) ist eine reelle 3 x 3-Matrix
Forderung nach einer lingentreuen Abbildung:

T = QijQGTiT = T

Da z; beliebig:

Qo = 0
at-a=1
+ o

ozjiail = (Sjl

Fiir die Inverse einer Matrix gilt:
-1
Qg Q= dil

Das bedeutet, die Abbildung ist umkehrbar:

a;il = a;ri
Fiir die Transformation gilt also:
r —1"

LU; = aij:rj
I —T1:

xXr; = LL';Oéji

det(aﬁail) = det(dir) = 1
det(a;“i)det(ail) =1

+1 T — I" ist eine reine Drehung

det(aq) = +1 = { —1 T — T” ist eine Spiegelung oder Inversion

Kenngréflen der Transformation: 9 Elemente «;;, aber 6 Bedingungen, d.h. 3 Gréfien sind frei wéhlbar. Zum
Beispiel: Wahl der Achsen zf, z}, 25, dann ergibt sich ein Rechtssystem bei (det@) = +1 und ein Linkssystem
bei (deta) = —1.

Basisvektoren in I':
€ = (1’()’0)763 = (Oa 170)76_5') = (0707 1)

Bilder der Basisvektoren in I':

el = (o1, @21, 031), € = (12, (22, 432), € = (a3, a3, ai33)

g
€; = Q5 €

! !
el ey = a1 + a1 + agroage =012 =0

[o e ]n ][] 1]
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b) Erinnerung an die Vektorrechnung

—

Eigenschaften des Vektors A:

e Betrag |A|, Einheitsvektor (cosxy,cos za, cos z3), es gilt:

cos? x, + cos? To + cos? r3 =1

o (A1, Ay, A3); A; = |Alcosey; Vi=1,2,3

A= A6 + Agés + Azés

In der Physik besteht ein Vektor aus den Komponenten zusammen mit einer Basis. In der Mathematik werden
bereits mehrere zusammengehorige Zahlen als Vektor bezeichnet.

Im Koordinatensystem I":
T Al 7 17 Pl — Al o — Ao
A= Aje, + Asel + Azesy = Ajoyié5 = Aj€;
/ — .
Ajaij = A,

/ e . .
Aj = agj4;

1.) Forminvarianz des inneren Produkts

A und B seien beliebige Vektoren:

—

A-B = A, Bje; = AiB; = Aéef - Bje; = AiB;
Die orthogonale Transformation lésst also den Wert des inneren Produkts invariant.

A-B=|A|-|B|cosa(A,B)

2.) Forminvarianz des dufleren Produkts

Levi-Civita-Symbol:

+1 wenn ijk = 123 oder eine zyklische Vertauschung davon
Eijk = —1 wenn ¢jk = 213 oder eine zyklische Vertauschung davon
0 wenn mind. zwei Komponenten von ¢jk gleich sind

AuBeres Produkt C = A x B:
z.B. Cl = A2B3 - Ang

I ist auch ein Rechtssystem, d.h. C'=A'x B (bzw. entprechend komponentenweise ausgedriickt).
Zusammenhang zwischen ;53 und &‘gj K

i I ! / / /
Ci = Oél'jCj = OzijEjklAkBl = OzijejklamkAmanan =& A B

mmn‘m=—n

/
Eimn — NijOmkQnlEjkl ‘

total antisymmetrischer Tensor 3. Stufe (d.h. eine ,dreidimensionale Matrix“)
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€; X €j = EijkCk

C=AxB= Azeﬂl X Bje} = A,’Bjeﬂi X 63‘ = AiBjaijkezt

Ergénzung zum Punkt b [...]:
Die Basisvektoren in I' (¢7 = (1,0,0), €5 = (0,1,0), €3 = (0,0, 1)) besitzen im I"-System die Komponenten:

€ = (0411,0421»0431)7 € = (0112,0@27@32), €3 = (0413,0423,063)
Folgerungen:

coy=-G
Kosinus des Winkels, den €] und € miteinander einschlieflen
e &€ = i € -6 = Qi — O
J l 17 Ykl €5 k 15 gl ik
——
041
S 5o
Api€; = Q40 €; = €f

c¢) Einfiihrung in die Tensorrechnung

1.) Definition eines Tensors 2. Stufe

Sei A ein beliebiger Vektor und T' = (T;;) eine reellwertige 3 x 3-Matrix. Betrachte die lineare Verkniipfung:
Bi = T’ijAj Vi = 172,3

Welche Forderungen miissen die T;; erfiillen, damit (B, Bs, B3) die Komponenten eines Vektors sind? Auch in
I'" muss die analoge Beziehung gelten, d.h. B} = T{jA;, wobel B} = ;i Bj, und A;- = a;A;.

/
aikBk = TijO‘lel

aikalAl = Ti/jalel VZ = 1, 2, 3

Da (A1, Az, A3) beliebig:
o T = T Vil e {1,2,3}

T = it TriQmi ‘ Tensor 2. Stufe

T =a-T-at

(Ti) und (77;) sind die Komponenten eines Tensors im I'- bzw. I"-System.

2.) Spezielle Tensoren

Einheitstensor:
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Im IV-System:

(B)ij = QikjmOrm = iroup = 6ij
B 1 00
(EY =10 10
0 01
Symmetrischer Tensor:
Tij ZTji V’L,j S {1,2,3}
Ti; = cdiro T = apag = Tj;
Im R? hat der symmetrische Tensor 6 wesentliche Elemente.
Antisymmetrischer Tensor 2. Stufe:
Ty =Ty Vi,je{l,2,3}
- 0 Ty Tis
T=| -1 0 T3
—Tvs T3 O
Im R? hat der antisymmetrische Tensor 3 wesentliche Elemente:
Tij = Eiijk Vi, j € {1, 2,3}
Transformationsverhalten:

!
T;; = aipauTy = Qi ji€kimS

/ /
Sm - anmSn - aikajleklmsn

Beispiel: S
S=AxB
Sk = €ktmAmBn
Tij = €ijkSk = €ijk€rimAmBn
Hilfsformel (ohne Beweis):
Ekij€klm = 5im5jn - 5in5jm
Tij = AiB;j — A; B;
3.)

Mit Tensoren 2. Stufe gebildete forminvariante skalare Gréfien

B=T- A

skalare Multiplikation mit dem Vektor c ergibt:

In T und IV gibt es das identische Resultat:

C B = O[T, A} = qimoincjiCr T Ax
C-T- A ist skalar

S und T sind beliebige Tensoren:

! /
SU,I;] = aikajmailajnskmnn = Skakm
forminvariant, skalar!

aEEnGEa
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4.) Dyadisches (direktes) Produkt zweier Vektoren
inneres Produkt: A - B ist ein Skalar
duleres Produkt: A x B ist ein Vektor

Dyadisches Produkt:
in I':
Ul‘j = AzBJ VL] c {1,2,3}

in I'?
Y l
Uij = akialekBl = a;ﬂ-aljUkl

Transformationsverhalten eines Tensors 2. Stufe

Notation:
U=A®B
In Komponentendarstellung bei den Vektoren A und B:
U = (Ai€) ® (B;&;) = AiBj€; ® &

Komponentendarstellung eines Tensors 2. Stufe

5.) Hauptachsentransformation eines Tensors 2. Stufe

Mit der 3 x 3-Matrix T;; betrachte man das Eigenwertproblem:
Tijxj =TX; 12{1,273}

lineare, homogene Gleichung; nicht verschwindende Losungen treten nur auf, wenn:

Tyw—17 T T3
det T21 T22 — T T23 =0
131 T30 I35 —71

T3—T2T]+TT][—T][]:0
Tr =T + Toe + T33

Ty = T Tho To1 Too Ty T3
Ty T T31 T3 Ti1 The
T[[[ = det\T|

Behauptung: T, Ty, Tyrr sind invariant gegen beliebige orthogonale Transformationen.

Beweis: Setze x; = ajpzr Vi =1,2,3
Tijojpzr = Toy 2

ainTija iz, = T2y

T! 2k = Tzn

Nicht verschwindende Lésungen:

T -7 T, T3
det| T4, Tio—7  Thg =0
T3 T3, Ty —7
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Damit Eigenwertspektrum identisch:
(T = (D)1, (T i1 = (D11, (T 111 = (D1
Tr,Trr, Trrr sind Invarianten des Tensors T.
Falls T symmetrisch ist, gilt:
1. Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms
7 —Trm® + Trm + Trir = 0
sind reell: z(1), 2(2) 2(3)

2. Zu jedem Eigenwert 7(%) gibt es einen Eigenvektor (xgk), x;k), xgk)), so dass gilt:
Tijx;k) = T(k)l‘gk) Vi=1,2,3

3. Die Eigenvektoren sind orthonormiert:
7 (k) () _ gkl
T ey =

Matrix:
x&l) x§2) xg?))
a = (Oéik) = :L‘gl) 1(22) x;3)
xgl) -Tg2) xé?))
Qi = xl(vk)
QiR0G = Opy

In die Eigenwertgleichung eingesetzt:
Tijon =My

mit «;; multipliziert:
OéilTijOéjk = T(k)(sj‘

Ty, = 75y,

) A 0 0
TY=1 o M 0
0 0o M

G P CD BRI C) BIC)
T = rWr@ 4 20 4 16,0

T = FD (2 1(3)
Tensoren hoherer Stufe:

e Levi-Civita-Symbol: total antisymmetrischer Tensor 3. Stufe
E;jk; = 01 0Gm O knElimn
e 3 x 3 x 3 x 3-Matrix Cj;x
oij = Cijkirl
J;j = Cz{jklE;cl

!
Cijkl = QimQjin ey sCrmnos
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d) Tensoren in der Elastizitidtstheorie

1.) Jacobi-Matrix

8ui
8xj

Jij = 51']‘ +

mit dem Verschiebungsfeld @ = (uq,uz,u3)

Ubergang I' — I':

~

Ty = Q45

N

U, = QGUE

Ji/j = 51’]’ +
5‘uk 811

— 6 ok
i3 ¥ ik oz, 836;-

k
= 0 +Qip——a
i 4 8$l J

ou
ik {51@1 + 83:];] aji

= opJriag
da apdpiay = aipagy
———

Das Ergebnis ist plausibel:
vektorartiger Differenzialoperator Nabla

VF:a Vi=1,2,3

83%
Vi = ai;V;
6 = e*Ni
(‘3ui
=V.,u;
8xj J
1 - - -
1 _1
5 2(] J—1)
1
gij = 5 (Jidij = 01j)
R L 1
el = 3 (((J Y(J) — 1)) = —(aJtataJa—1)= ioz(JJr
Spannungstensor: nach §3 [...] gilt

§F = n;adf
5Fj = O'ijdfi = deO':J

aEEnEG
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tensorielle lineare Verkniipfung (o;; Tensor 2. Stufe):
df — 6F

Arbeits- und Energieausdruck
da = O0ij dEij

ergibt einen Skalar (veréndert die Groe bei orthogonaler Transformation nicht)

o /
da = 0;;de;;

Hooksches Gesetz:

U = £045Ej5
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§ 6 Materialgleichungen

a) Allgemeine Uberlegungen

Ziel: Verallgemeinerung des Hookschen Gesetzes

Elastische Energiedichte des verformten Mediums

1.) Weitere thermodynamische Variable: Entropie

thermodynamisches Potenzial: innere Energie u(s, &)

[ Ou
i = 861‘]‘ s

2.) Weitere thermodynamische Variable: Temperatur

thermodynamisches Potenzial: freie Energie f(T, &)

Y\ ) p

Experimentelle Bestimmung von f(7T,¢): Der Korper wird in einem Wirmebad mit konstanter Temperatur
verzerrt; der Integrationsweg c ist also eine Isotherme.

1
Des;
f@@fﬂﬂmzl%wwaémwugﬁ

=0

f(T,2): R3¢, — R
Diese Abbildung ist stetig und mehrmals stetig differenzierbar. Darum: Taylorentwicklung an der Stelle € = 0
1 1
f(T,8) = Cij(T)eij + §Cijkl(T)5ij€kl + gcijklmn(T)gijgklgmn +0(e")
Da Eij = Eji, st auch Cji = Cij; ebenso Cij;gl = Cjikl = Cijlk-

of

8sij

Ci;(T)

O'ij

Aus der Existenz des thermodynamischen Potenzials: Cjji; = Criij sowie Cijrimn = Crimnij = Cmnijki USW.

*f 0
85@'85;@ n 8€klaé‘ij

0 1
7 =3 L Cii(T) +Cijkiers + = CijkimnEriEmn + O(E°)
€ij N—— 2
=0 bei e=0

€—>0, O'Z'j—>0, C’Z—j:0
Bei schwacher Deformation kann man sich auf lineare Glieder beschrénken, d.h. das verallgemeinerte Hooksche
Gesetz lautet:
0ij = Cijri(T)ew
Cijki(T): Materialkonstanten
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Voigtsche Notation: Zusammenfassung der Indizes

(11) — 1
(22) — 2
(33) = 3
(23) = (32) — 4
(13) = (31) — 5
(12) = (21) — 6
6
or = Z C[y[]E[] VI=1...6
I1=1

Cr,11 ist eine 6 x 6-Matrix; es folgt aus der Existenz des thermodynamischen Potenzials:

80’[ - (90'11
8611 o (95[

Crir=Crr 1

Cr,11 besitzt 6 + 15 verschiedene Elemente (6 auf der Hauptdiagonalen, 30 symmetrische sonstige Elemente).

b) Vereinfachung der Materialgleichung in isotropen, elastischen Medien
Die meisten Medien sind isotrop. Ausnahmen:
e Bei der Herstellung wird eine Vorzugsrichtung erzeugt, z.B. durch ziehen, walzen, abschrecken, oder auch
durch plattentektonische Vorginge.
e Einkristalle
Unendlich ausgedehnte isotrope Medien besitzen keine ausgezeichnete Raumrichtung, d.h. jede orthogonale
Transformation aus der dreidimensionalen Drehgruppe fithrt das Medium in sich selbst iiber.

Beim Ubergang I' — I gilt:
ik = QimQnrsCrnrs

Das ist eine homogene Gleichung fiir C;;x;; nichttriviale Losung durch Singulérwertzerlegung.
Losung: Invariante von &, €y,er7,€5171

f(T,8) = f(T,er,err,err) R* =R
Taylorentwicklung:
f(T,8) = Ay (T)e2 + Ay(T)err + As(T)es + Ay(T)ererr + As(T)errr + O(eh)

Lineare Néherung:
F(T,8) = Ai(T)e] + As(T)ers

Mit e; = €11 + €99 + €33:

86[ s
— =0y
6‘5”-
€22 €23 €33 €31 €11 €12
Err = +
€32 €33 €13 €11 €21 €22
3611

=¢€33 t €22 =65 — €11
€11

[s[x[r] 1 [p]7]
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8611

= —€&21

€12
8611

= 5ij51 — &ij
61‘]‘

f(T) = Al(T)€% + AQ(T)EII + Ag(T)E? + A4(T)6[€II + AS(T)F:III

€1 = €11 + €22 + €33

€22 £23
€32 €33

€11 €12
€21 €22

€33 €31
€13 €11

€11 = + +

€11 €12 €13
Errr = | €21 €22 €23
€31 €32 €33

Da er,err,errr invariant sind, ist f(7') invariant gegen beliebige orthogonale Transformationen der 3-
dimensionalen Drehgruppe O3

0%u
Ciihi = ————
gkl 8€ij8€kl
Cr111 = Ca2220 = U3333 = 24;  Voigt: Cny
Chi22 = O3z = C3311 = 24,1 + Ay Voigt: Oy

Ci212 = Caza3 = C3131 = —Az  Voigt: Cyy

861 s
(951']'
8611
S =E33+ €11 =€15 —€22
8522
Oerr
= —€21
Oc12
8611 s
= €105 — €j;
35”-
—Oerrr .
= €99€33 — €23€32 und zyklisch vertauscht
8611
Oerrr .
3 = €93€31 — €21€33 und zyklisch vertauscht
€12

Spannungen:
oij = (0f)/(0i;)
o011 =2A1e1 + As(er —e11) + 3A35§ + Ayer(err — e11) + As(ea2e3s — €23€32)  + 2 zyklisch vertauschte Glieder
012 = —Agea; —4A1e91 + As(ea3ezr — €21633) + zyklische Vertauschungen
Lineare Naherung:
o11 = 2A1e7 + AQ(&] — 511) = (2A1 + AQ)E] — Aseqy

o12 = —Ag021
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Hooksches Gesetz:

’CTZ']' = (2141 + Ag){:‘](sij — AQ&ji

uE

ij = ——————~¢€10ij + ——€j;
7T U -2t J+1+/L8J
FE: Elastizitatsmodul
w: Poissonzahl
F
G := ———— Schubmodul
2(1+p)
1—p)FE
I et D)
2(1 = p)(1 + p)
E
Ay = ———
14
Lineare Konstanten:
E[10'Pa] w A[101TPa]  A5[10TPa)
Cu 1,259 0,346 0,768 -0,936
Fe 2,091 0,299 1,403 —1,62

Kalkstein 0,4-0,9 0,28
Marmor 0,6-0,9 0,25

Nichtlineare Konstanten:
As[Pa A4 [Pa] As[Pa
Cu —4,60-10"" 1,22-10" —1,56-10"2
Fe —5,63-10'% 1,52-10'%2 —1,49.10'2

Anwendung: Groflen als Konstanten der linearen Ndherung

Umkehrung der Spannungs-Dehnungsrelation: 1. Schritt:

o1 =011 + 022 + 033 = (641 + 3A42)e; — Aser

1
T 6A 24,
3ub n E
oy = 3 S
TR T R T
1-2
Er = E'u(f]
5--—1+'u0~— K 55»»—714—'”0"—”
Jji — B ¥ 172#1[1]— B ij

Legendre-Transformation:
df = O'Z'jdi‘fij + Side'Z'j — 5ijd0ij
9(T,5) = f(T,&) — 0ij — €ij
g

ﬁoij

Eij =

[o e ln ][] 1]
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c) Kubisches Medium in der linearen Niherung

kubische Punktgruppe (48 Symmetrieelemente)
orthogonale Transformation:
Cijkl = 0imOjn Oyl

Die Losung des homogenen Gleichungssystems ist kompliziert (,,Singulérwertzerlegung®)

Raten des Energieausdrucks f(T,¢&):

1. Lineare N&herung: quadratische Glieder in ¢;;

2. Fiir das Folgende reichen zwei Typen von Symmetrieoperationen aus:

Spiegelung:
-1 0 0 1 0 0 1 0 O
o 10}, 0 -1 0],{ 01 O
0 0 1 0 0 1 0 0 -1

Cijit = (—1)Cijm
(—1) tritt auf, wenn aus {4, j, k,l} ein Index oder 3 Indizes gleich 1 sind.
5%175327533 €11€22,€22€33,E33€11
€12€21,€23€32,E31€13
Drehung um die [I1]-Achse um 27/3:
Tr1 — T2
Ty — X3
r3 — X1

1
f(T,¢) = 5011(6% + 632 + 5%3) + Cia(e11€22622€33 + €33611) + 2Cua(€12€91 + 23632 + €31 — €13)

0
o1 = 87f = Chr1e11 + Cia(g22 + £33)
€11
0
019 = 87.}(. = 2Cpen
€12
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§ 7 Einfaches Beispiel fiir die Verformung

elastischer Korper in der Naherung der linearen Elastizitdtstheorie

a) Einachsige Deformation eines Quaders

Quader: {7L1/2 S T S L1/2,7L2/2 S T2 S L2/2, 7L3/2 S I3 S L3/2}

Geometrische Bedingungen:

bei Fldche {—L1/2 <21 < L1/2,—Ly/2 < x5 < Lo/2,—L3/2} wird der Quader fest verankert

bei Flidche {—L1/2 <1 < L1/2,—L2/2 < 29 < L2/2, L3/2} wirkt die Kraft (0,0, F) (F > 0: Zugkraft, F' < 0:
Druckkraft); keine Volumenkrifte;

Arbeitshypothese:

e Der verformte Korper ist auch ein Quader mit anderen Kantenldngen.

° 0y =0,i#]
Auf die Fldchen mit den Normalen [100],[010] wirken keine Spannungen. o1; = 092 = 0 gilt iiberall auf
der Oberflache

® 033 gllt auch fiir 7L3/2 <z< L3/2

Gleichgewichtsbedingung der Elastizitéitstheorie:

J0;;
i 0=0 Vj=1,2,3
8£Ei
ist erfiillt!
€1 = 033
F
033 = ——
33 I1L,
o 1=2p 1 -2p
€1 = TUI T E 033
Querkontraktion:
1+p Eos
Eij TUz‘j EUI ij
M
€11 = — 5033
€22 = —%033
1
€33 = ~ 033 = 033

Beachte: o33, €11, €22, £33 sind unabhéngig von x3.

Verschiebungsfeld, lineare Niaherung:
0ui

Eii

8u1

o — €11 = — 5033
3;101 E

Uy = 7%0’33%1 + C
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Uy = —%0’33]}2 +C

1
Uz = 750'33.%3 -+ C

1 L Ls
uz = E033 T3 2

U3:0$Z:—L3/2

Volumen des verformten Quaders:

- 1
V = L1 (1 — %0’33) L2 (1 — %0'33) L3 (1 + EO’33>

lineare Elastizititstheorie: die Terme o33/ F sind klein gegen 1, d.h. man kann fiir das Volumenverhéltnis schrei-
ben:

1% 1% Ly o2
—_— = = g
Vo  LiLoLs E
V-V 1-2
= g
Vo E 33

mit @ = (u1,us, us) bestiitigt die Arbeitshypothese

Elastische Arbeit:
da = O'ijdé‘z’j = O'33d€33 = E€33d€33

kein Arbeitsbeitrag von den Mantelflichen

h(T, 5) — h(T, 0) = /da = 7€§3 = —€33033

(&

Hooksches Gesetz!

b) Allseitiger Druck eines Quaders

Quader {—L1/2 < a1 < L1/2,—Ly/2 < x5 < Lo/2,—L3/2 < x3 < L3/2}

Randbedingung: Auf jede Oberfliche wirkt der Druck p

Qberﬂéchen: . .

h = (Zl:].,0,0) Jll(iL/2) =P h = (O,il,O) 022(iL/2) =P h = (0,0,il) 033(:l:L/2) =D

Plausibilitatsbetrachtung:

e Hauptachsen des Spannungstensors ¢ stimmen mit dem Bezugssystem iiberein. Keine Schubspannungen

Oij fiir ¢ 7£ ]
e In jeder Ebene x1 = const (und analog bei o und x3) hat o11(x1, 2, x3) den selben Wert:
o11(w1, 22, 23) = —p
o22(w1, T2, 23) = —p
033(71, T2, 23) = —p
Damit gibt es keine Volumenkréfte:
60’ij -0
5‘;@-
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¢) Ein Quader im Schwerefeld der Erde

or = —3p
Bei isotropem Medium:
1-2 3(1—-2
EI:( Eu>”1:_(Eu)p
Plausibilitét: )
€11 = €22 = €33 = gfl
1-2u
i = —
B p
Lineare Niherung e;; = (Ou;)/(0x;):
1-2
w; = —T“pxﬁc Vi=1,2,3

Volumen des deformierten Quaders:

4 1-2
o3
Vo E
vV —Vo 1—2u
-3 p
Vo E
Kompressibilitét:
10V 1-2pu
k=———=3
V op E
Kompressionsmodul (isotherm):
1 E

c) Ein Quader im Schwerefeld der Erde

Quader G = {7[11/2 § I S L1/2, 7L2/2 S xTo S L2/2,0 S I3 § Lg}
Randbedingungen:
e Der Quader ist an der Oberfliche x3 = 0 eingespannt.

o Alle anderen Oberflichen sind kraftefrei.

Plausibilitétsbetrachtung:
e Das Koordinatensystem ist parallel zu den Quaderachsen. Fiir die Hauptspannungsrichtungen gilt o;; =

0 Vi

e In jeder Ebene z3 = const sind die Hauptspannungen o011, 022,033 von x; und x5 unabhéngig: o1

0'11(1'3),0’22 = 0'22(.%'3>, 033 = 0—33(553)
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Seite 33

Gleichgewichtsbedingung:

60’@‘

IV =0
(%:Z- + Qg]
g=10,0,9)

(die z-Achse ist nach unten definiert, darum ist der Wert der Erdbeschleunigung positiv)

8011 o 80'22 .
8$1 o 8332 a

8033

+Qg:0 = 033:7Qg$3+c
8:53

x3 = L3 ist spannungsfrei o33 = pg(Ls — x3)

Fliche xqy = +L;/2 ist spannungsfrei = o1; = 0 iiberall

Fliche xy = +Ly/2 ist spannungsfrei = g9o = 0 iiberall

Hooksches Gesetz (siche al...]):

€11 = —,M/EUSS

€90 = — i/ Eoss

€33 = 1/Eos3

Verschiebungsfeld:
5‘u1 12
o — P a(La —
oz, 1299( 3 — T3)

u = —%Q9$1(L3 —x3)

m:—%wu@rﬁw

1 1
us = 409 x3L3 — 5%3

fiir x3 = 0 ist ug = 0; maximale Elongation:

1
uz(Lz) = °F Qng

AV = /U(ﬁdv

1-2
612( 7 “) 09(Ls — x3)

[o e ln ][] 1]
maEns



§ 8 Die Bewegungsgleichungen der Elastomechanik im Rahmen der linearen Elastizitdtstheorie Seite 34

§ 8 Die Bewegungsgleichungen der Elastomechanik im Rahmen der
linearen Elastizititstheorie

a) Eindeutigkeit der Losungen in der Elastomechanik

Kompatibilitdtsbedingungen (Vertriglichkeitsbedingungen), Prinzip von Saint-Venant:
Auf der Oberfliiche G des elastischen Mediums sei die Kraft vorgegeben:

(5Fj = m017(f)df Ve 0G

(n;: Einheitsvektor der Oberflichennormalen)
Also ist 0,;(7) Vi€ OG bekannt.
Problem: Wie pflanzt sich & in das Innere von G fort? Wie grof3 ist die Deformation &7

Gleichgewichtsbedingung:

Joi;(7 . :
55T L g =0 vi=1,2,3
81:,;
Problem zunichst unbestimmt! Losung des Dilemmas: Betrachte Verschiebungsfeld « in der linearen Ndherung.
1 /0u; Ouj .
== Vi, 5 €{1,2,3
&ij 2(8$J+8l‘1> b { }

Frage: Welche Forderungen miissen die 6 Ortsfunktionen ¢;; () erfiillen, damit

1 du; n Ou;
fij = 2 Ga:j 81‘2

gilt, d.h. dass die Ortsfunktionen wuq, us, u3 allein bestimmend sind? Antwort: Kompatibilitéitsbedingungen!

Annahme: Das Verschiebungsfeld w;(7),7 = 1, 2,3 sei mindestens dreimal stetig differenzierbar.

82u1- - 82ui
O0x;0xy o 0x0x;

g L (1 Oue
272\ 0ry | Oxy

82612 1 83u1 83’1,62 1 82811 62522
=5 2 + 53 =5 7 + 2
021022 2\ 0z50x; Oxi0z, 2\ 0z3 Oxs

1. Satz von Gleichungen:

2. Satz von Gleichungen:

82811 N li 82U1 n 82u3 n 82114 I 82u2
al'zaxgg o 2 8:101 axgal'g 8x28x1 a$3a$2 8x38x1

0? 9? 1| 3us 1| us
€13 + €12~ 5| 53 3
0x10x2 0x10x3 2| Ox{0x3 2| Ox{0x3

b) Bewegungsgleichungen der Elastomechanik

zentrales Verschiebungsfeld (7, t)
Verzerrungstensor:
1 (’)ul(F,t) an(F7t) .o
A (Ft) = = Vi, g € {1,2,3
(i) = g (P50 + P90 v e (1,23)
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_Ou(7t)

EI(F,t) oz

= divi(7, t)

Materialgleichung (lineare Elastizitétstheorie, Isotropie), Notation der Technik (7" weitere Variable):

uwE

E
oii(Fit) = —— bl (Ft)6i + ———eii (P ) Vi, i€ {1,2,3
E=E(T),n=uT)
Das Hooksche Gesetz ist lokal und instantan erfiillt:
N /.LE N 1 (’)uz(ﬁ t) Ouj(F, t)
(7 t) = —d 62 —=
75t = G A =gy WP+ 15,3 ( or, | om
Gleichgewichtsbedingung:
80’@' + -0
al’i 9; =
—'_ g
g —oit
uE L 1 0%u; 92 j
d ;=0
(14 p)(1 —2u) Ox; i 14+pu2 (8:@893]' + Ox? +og;
E E
—divil + — Au; i=0] Vj=1,2,3
21+ p)(1 - 2p) o, 1vu+2(1+u) uj + 09; J » 45
(A: Laplace-Operator)
addivi + £ Auj+ 0§ =0
raddivil + ———Au,; =
21+ (1 —2)° 21+ 0

Nur richtig fiir ein rechtwinkliges Koordinatensystem!
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